Seminarul 1. Răspunsul circuitelor la semnale periodice 


Breviar teoretic 


In cele ce urmează vom considera că circuitul căruia vrem să îi calculăm 
răspunsul este un sistem strict stabil, prin urmare funcția sa de transfer H (s) nu prezintă 


poli decât în semiplanul stâng (nu şi în semiplanul drept ori pe axa imaginară), dacă 
sistemul este analogic, sau H (z) nu prezintă poli decât în interiorul cercului unitate (nu 


şi în exteriorul acestuia ori pe cerc), dacă sistemul este discret. 
Vom nota cu: 


h(t) şi h(n) funcția pondere a sistemului (răspunsul la impuls al circuitului) 
H(o) şi H (e7) funcția de transfer a circuitului 
H (s) şi H(z) funcția de transfer a circuitului (deseori, pentru evitarea 


confuziei cu mărimea definită anterior, vom găsi această mărime numită funcție de 
sistem) 


Între cele trei mărimi se scriu relaţiile 
H(@)=.7 {h(t)}}  H(e”)=TFTD{h(n)} 


11(5)= 740)  H(z)=z{ao) 
Vom nota cu x(7) semnalul de intrare analogic şi în continuare transformatele lui 
Fourier şi Laplace cu X (æ) şi respectiv X (s). În cazul unui semnal de intrare discret, 


vom nota cu x(n) semnalul de intrare transformatele lui Fourier şi Z cu X (e) ŞI 


respectiv X (z). 


1. Răspunsul circuitelor la semnale de joasă frecvență, aperiodice 
1.1. Metoda Fourier 


O vom folosi de fiecare dată când transformata Fourier a semnalului de intrare nu 
conține distribuții (cum este distribuția Dirac). Menționăm că metoda nu este exclusivistă 
din acest punct de vedere, însă în condițiile în care totuşi transformata Fourier prezintă 
distribuții, este mai comod de utilizat metoda Laplace. 


Pentru semnalul de ieşire vom scrie 
y(t)=h(t)*x(t)>Y(@)=H(o)X (o) 
y(n)=h(n)*x(n) o Y(e'*) = H (e) X (e) 
iar semnalul de ieşire se calculează după formula 
y(t)=:7" {H (o)ă (o) 


y(n)=TFTD" {H (e) xX (e'”)) 


Observaţie 


Un exemplu de semnal analogic a cărui transformată Fourier prezintă distribuții 
1 
este treapta unitate u(t), pentru care U (œ) = 76 (@)+—. 
jo 
1.2. Metoda Laplace/Z 


Este similară metodei Fourier şi se bazează pe faptul că 
y(t)= {H (s)X (5) 
y(n)=Z" {H (z)X (z)) 
Pentru inversare, se pot folosi formulele clasice, de exemplu formula Heaviside. 


y(t)= d Rez{X(s)e",s) 
y(m) = 2 Rez{X (7)z.2,) 


unde s , respectiv z, reprezintă polii funcției X (s)e“, respectiv X (z)z 


n-1 


, în care 


reziduul se poate calcula în funcţie de ordinul de multiplicitate al polului, ma 


ml 
Rez(X (s)e”,s,} =: mi Lako (s-s, |] 


1 d” 


Rez (x (2)z,z,) = CE E Te [x (22 (z-z, |] 


2. Răspunsul circuitelor la semnale periodice 
2.1. Metoda armonică 


Orice semnal analogic periodic din realitate se poate scrie ca o sumă de sinusoide, 

în fapt o dezvoltare în serie Fourier (trigonometrică — SFT, armonică — SFA sau 
SR A ; A 27 î 
exponențială - SFE). Notând cu T perioada şi cu 4, = E atunci 


00 


SFT: x(t)=C, +J (C, cos kat + S, sin kot) 
SFA: x(t)= 4+ SA cos(kot +p, ) 


SFE: x(t) = A+ y Ape a 
k=—% 


kz0 


Folosind metoda superpoziției, aplicabilă în cazul circuitelor liniare, se poate 
spune că răspunsul unui sistem la o sumă de sinusoide este suma răspunsurilor 
individuale. 

De asemenea, răspunsul unei circuit liniar la o sinusoidă se ştie că este 


T {cos æt} = |H (o, ) cos( ar +arg(H (o, )}) 
sau, în cazul unei sinusoide complexe 
Tiong =H(@,)e. 
Prin urmare, dacă semnalul este descompus în SFA sau SFE (SFT se poate deduce 


similar, dar nu se insistă asupra lui), atunci răspunsul este de asemenea periodic şi poate 
fi scris 


SFA: y(t)= H(0)+ 54| jr ( ko, )]cos( kot +arg{H (ko, )}) 
k=l 
SFE: y(t)=4.H (0)+ y ArH (ko )e”*. 


k=—00 
kz0 


În mod similar se gândeşte pentru un semnal discret periodic, de perioadă N 
eşantioane, pentru care se m scrierea în SFETD 


SFETD: x(n) =a, + 3 ae. 


k=—00 


Cum răspunsurile unui circuit discret la o sinusoidă reală/complexă au expresii 
identice cazului analogic 


T(cosna,! = ja (e) 


cos(no, +arg [H (e )}) 
T(eho | = H(e'+ jest 


atunci SFETD pentru semnalul de la ieşire, de asemenea periodic, se poate scrie 


2 N de 
SFETD: y(n) =aH(e”)+ b ane" je i, 


Dezavantajul metodei armonice este acela că nu oferă informaţii despre forma 
semnalului de ieşire pe o perioadă. Pentru a putea vizualiza acest lucru, ar fi necesară 
efectuarea sumei infinite din expresia rezultată. De aceea, aplicăm metoda armonică de 
regulă doar atunci când seriile Fourier conțin puţini termeni. 


Metodă 


- se calculează coeficienții Anca / Ax şi Øk / ax pentru semnalul de intrare în funcție 
de seria Fourier în care se doreşte exprimarea 

- se calculează funcția de transfer la frecvenţa 0, frecvența fundamentală şi la 
frecvențele armonice 

- se scrie dezvoltarea în serie rezultată 


2.2. Metoda compactă (Weidelich) 


Spre diferență de cazul anterior, metoda dă o expresie analitică doar pentru o 
perioadă a semnalului de ieşire, nu pe tot suportul, ceea ce face posibilă reprezentarea 
grafică. 


Principiul este simplu. Semnalul de intrare poate fi scris ca o periodizare a unui 
semnal pe suportul [0,7). 


00 


x(t)= X xr (t-kT) 


k=—00 


Dezideratul este de a calcula nu atât y(t), cât y, (t), astfel încât 


y(0= È v (1-47). 


Pentru aceasta, se aplică metoda Laplace, însă nu direct asupra lui x(7) (care nu are 
transformată Laplace), ci asupra semnalului cauzal 


w (=È x, (1-47). 


Acesta are transformata Laplace 


a EA 


l-e” 
Răspunsul circuitului la acest semnal cauzal este y' (£) unde 
E H(s)X;,(s 
n) O 


Privit însă în domeniul timp, y' (£) nu este răspunsul căutat. Să ne gândim că 
dacă semnalul x(£) “ar începe” nu de la —o, ci de la 0, ar apărea un regim tranzitoriu, 
care tinde să se stingă în timp. Cu alte cuvinte, răspunsul y* (t) conține şi pe y(£), dar şi o 
componentă de regim tranzitoriu (forțat), yA2). 

y (e) = (0) y(t) 

Folosind formula de inversiune 


y Olaz E R E ea, 


l-e 
S pol 
Polii funcției sunt datorați fie polilor funcției de transfer H(s), aflați în semiplanul 
i 2 3 ; ; DRAE i 
stâng, fie polilor ca care anulează numitorul. Regimul tranzitoriu se datorează 


exclusiv polilor din semiplanul stâng. De aceea contribuţia acestora trebuie scăzută din 


y (t). 


Rezultă 


y(t) 


te[0,T) T y (7) 


1e[0,7) 7 È poa EO ena l, 


polii H (s 


sau, ținând cont că y* (t) 


yr(t)= 7 {H(s)X;(s)}- X tez( ZOR O, 


polii H (s) 


Fără a intra în detalii, raționamentul fiind similar, răspunsul unui sistem discret la 
un semnal periodic, exprimat pe o perioadă, este 
H(z)X,x(Zz 
ref FL) ) xl eta 
1-z* 
) 


yu (n)=Z"(B(2)ă(2))- > 


polii H(z 


Problema 1 


Se consideră circuitul din figură, având funcția pondere A(t). 


a) Calculaţi funcția sistemului H(s), calculaţi şi reprezentaţi funcţia pondere A(t) şi 


funcția de transfer H( œ). 
b) Calculaţi analitic şi reprezentaţi răspunsul circuitului la semnalele 


(0) 38 E 340) ul) ua); (cos 2+2), (cas ue) 
z0 =xa()eos| 22) să E Sa 07) 


Observaţie: Semnalele menţionate sunt tensiuni şi se măsoară în [V]. 
Date numerice: R =100,C = 100nF , tı=l us. 


Rezolvare 
a) Funcţia sistemului este 


Y (s) A A E: ee, al 


— +R 
sC 


not 


unde 7 = RC este constanta de timp a circuitului. 


Funcţia pondere este 


7 
Cu datele numerice, 7 = l/s şi funcţia pondere este reprezentată mai jos: 


1 
0.3 


0.8 


t[s] x10 


H(o)=H(s) dacă domeniul de convergență al lui H(s) conţine axa 


imaginară s=jo. Dar pentru un semnal cauzal (cum este funcţia pondere), domeniul de 
convergenţă este un semiplan drept care include axa imaginară. Deci 


s=jo 


1 
H = PNI ii 
(a) 1+ jor 
Caracteristica amplitudine frecvență este 
H(o) = 
| | 1+(o7) 


Iar caracteristica fază-frecvenţă este 
p(0)= —arctg(o7). 
Este uneori mai util din punct de vedere al vizualizării să reprezentăm aceste 
caracteristici în frecvenţă, nu în pulsație. 


rr 


1+(2zf7) 
p(/) = —arctg(27/7) 


Se remarcă din prima din cele două figuri, alura de filtru trece-jos (caracteristica 
de fază nu conţine vreo informaţie despre acest lucru). Frecvența de tăiere se defineşte de 


îi 1 SIRE 
regulă ca fiind frecvența unde caracteristica scade la —— ( aproximativ 0.707) din 


V2 


valoarea de la frecvențe joase. În cazul nostru se poate remarca faptul că 
1 
Hlo == 
ORE 
1 
2T 
In figură este pusă în evidență această frecvență, la 159.2kHz. 


deci filtrul are frecvenţa de tăiere la 


t 


b) Pentru calculul răspunsurilor, avem relația de convoluție 
y(t)=x(r)*h(t) 


În cazul semnalelor mai complicate, se preferă calculul în domeniul s 
Y(s)=H (s) X (s) 
şi 
y(t)= {H (s)X (s)}. 
n (= (0) (0) = (să) = AC) 
Observăm că pentru un impuls Dirac, răspunsul este chiar funcția pondere, deci 


cel reprezentat în prima figură. De altfel, funcția pondere se mai numeşte din acest motiv 
răspuns la impuls pentru că reprezintă ieşirea unui SLIT la un impuls Dirac. 


Ya (0) = h(0)* (0) = h(0)* ul) 


si mia i T A : l 
Este mai simplu să lucrăm cu transformate Laplace şi, ținând cont că X, (s) =—, 
s 


avem 


Sau 
pA (t) = u(t)-e u(t) =|l-e? u(t) ; 


Răspunsul este reprezentat mai jos, pentru trei valori ale constantei de timp: 
T,T/10,10r. 


— tau 


--- tau/10 
=-=. tau*10 


t[s] x10 


Interpretarea se leagă de înțelegerea fenomenelor fizice ce au loc în circuit. 
Generatorul furnizează un semnal treaptă, deci el va da tensiune nulă până la 40s şi 1V 
după aceea. Condensatorul C este inițial descărcat. La 40s, el începe să se încarce la 
valoarea de 1V, prin intermediul rezistenței R. Încărcarea este cu atât mai rapidă cu cât 
rezistența este mai mică. Ideal, în absența acelei rezistențe, încărcarea s-ar fi făcut 
instantaneu. Aceeaşi observație reiese şi din inspectarea răspunsului la treaptă. Când 
constanta de timp scade (de pildă, ca urmare a scăderii valorii rezistenței), încărcarea se 
face mai repede (curba roşie). Dimpotrivă, atunci când aceasta creşte, încărcarea se face 
mai lent. 


v(e) =A ul) -ula )] 


Remarcăm că 
h(t)*u(t-4)=x (t-t) 
şi deci 


Y3 (7)=», (7)->», (t=) 
Observația anterioară este consecință imediată faptului că sistemul este liniar şi 
invariant în timp. 
Cu alte cuvinte 


Pentru 


t<0s=> y, (t)=0 


ajs 


te[0,4)=> y (t)=1-e 


t t—h t-t t A t 


te[t,c0)=> y (t)=|1-e7 |-|1-e * |=e * -er=|er-lle? 


Vom reprezenta răspunsul pentru trei valori ale constantei de timp. Deoarece 
t 


A 
t )=1-—e 7, odată cu varierea lui z, va varia şi amplitudinea vârfului functiei. Pentru 
3 1 5 
á 


a le putea reprezenta pe acelaşi grafic, normăm reprezentările la valoarea l-e ? şi 
atunci, funcția normată îşi va atinge de fiecare dată maximul în 1. 


Remarcăm din nou apariția regimului tranzitoriu, cauzat de încărcarea 
condensatorului. 


În cazul în care T << t, putem aproxima H (s) = zx] şi semnalul teoretic 


stT+1 
trece neafectat. Echivalent, frecvența de tăiere a filtrului este foarte mare şi semnalul este 


% s z ; . D sie fai : T 
lăsat să treacă. Aceeaşi observație rezultă şi din inspectarea graficului pentru — (curba 


roşie). Semnalul rezultat tinde, cu atât mai mult cu cât constanta de timp este mai mică, 
spre semnalul de intrare. 


În cazul în care 7 >> t, putem aproxima H (s) = 


Js, Š 
~ — şi filtrul se comportă 
ST+l sT 


ca un integrator ideal, deoarece o înmulțire cu 1/s este echivalentă cu o integrare în 
domeniul timp. Din figură, pe intervalul de interes, se observă că la o valoare mare a 
constantei de timp, semnalul variază aproximativ liniar. Deseori, se spune că un astfel de 
circuit este un integrator. 


Pentru semnalul x4(f), vom aplica metoda armonică. În acest caz, răspunsul unui 
SLIT la un semnal Acos(a,r+ p,) este A|H (@, )| cos( ot +9, +arg{ H (@,)}) : 


În cazul nostru 
=) t m =) 1 : T z) 1 E z) 
H| — |cos| —+— +arg| H =—=cos| —+ = cos ; 
T T 6 (4 42 T 6 4 NO 7 12 


Pentru al cincilea semnal, folosim de asemenea metoda transformatei Laplace. 


y,(t)= 


[i —st — T —st BR: l [i j@t „—st l ñ —jogt —st = 
x()= ] ale di = feofeo ma e a e "dt = 
1 1 1 1 

+ 
2s-j@ 2s+j@ 


SE ] e (eh ar + d Í e (stie) gg = 
2 0 2 0 


Nu este necesară o scriere compactă a semnalului, totuşi, vom face acest lucru, 
pentru a reaminti expresia transformatei Laplace a unui semnal armonic cauzal (esențial 
diferit de semnalul armonic pe care îl studiem de obicei, care durează de la — la œ). 


s 
APIE tO 
Evident 
y(s)-2 1 i 1 
2T f Zr : 
[s+ s-a) + sua) 
T T 

Luăm separat cei doi termeni 

ZI l = Rez a E + Rez să „—J&, 
= Ç 1 E 
[+a sua) sua) 
ț t T 


10 


pi = ee (6)- e tu(7) 
[+a —— JW — JW 
pi =| euft) -——e"u(t) 
[+], —+ Jo + JO 
Atunci 
Îi e ea a Ei călcare fl cet 
CO a NN oa Id ta [a 0, 
==] Z+] Z+] JW 
T T T T 


Grupând doi câte doi termenii 


= 
+a 
z 


y; (t) -r eosar inapt” ju 
(pret) 


După prelucrări, se ajunge la relația 


e 


Semnalul este format din doi termeni. Primul este exact răspunsul la un semnal 
armonic pe frecvența respectivă, cauzal. Vom spune că acesta este termenul liber 
(componenta de regim permanent). Practic, acesta ar fi răspunsul sistemului la semnalul 
de intrare, dacă ignorăm timpul de încărcare a condensatorului (C s-ar încărca 
instantaneu). Al doilea termen este un termen forțat (aparținând regimului tranzitoriu) 
care “se stinge” pe măsură ce timpul creşte şi care apare din cauza discontinuității din 
semnalul de intrare (trecerea din £=0s de la OV la semnalul armonic), la care circuitul nu 
poate răspunde instantaneu. 

Pentru datele din problemă, semnalul de la ieşire este reprezentat mai Jos. 


sd Cu ia | 0 rea 


11 


aa 1 15 2 25 3 35 4 45 5 
t[s] "5 
Într-adevăr semnalul tinde către componenta sa permanentă (adică o sinusoidă pe 


se E a 1 à E 
pulsația 1/7 şi care, conform punctului anterior, are amplitudinea f = 0.707 ). Insă, în 


prima parte, se poate remarca un regim tranzitoriu, în care semnalul este diferit de unul 
armonic. 


Pentru semnalul ys(£) este util să folosim metoda armonică. pentru aceasta trebuie 
însă în prealabil să scriem semnalul de intrare ca o sumă de sinusoide. Într-adevăr, 


: z) 22] 1 f z) 1 = z) 
x; (2) = cos| —+— |cos| =t |=—cos| =-= |+—cos| —+— 
T 6 T 2 T 6 2 T 6 
Folosind metoda armonică 
1 1 t 7 1 1 3 t m 3 
t)=—|H| — |lcos| ——-— + arg 4 H + —|H cos| —+—+arga H| — 
sale eofe a eG 


(t)= l cos|! E ! cos| 2 arcte(3)) 
AH le 12) do r 6 


Reprezentarea grafică este irelevantă în acest caz. 


Pentru semnalul y, (t) folosim metoda compactă. Calculăm deci semnalul de 


ieşire doar pe o perioadă 21, folosind informația că x, (t)| 402) =% (t), iar 


Atunci 


y(t) 


12 


y(t) 1e[0,21,) = y, (t) e 


Calculăm pe rând 


-st 
Rez -er TERE E 
se[ st r-e2) T st(1+e j s=- 
T 
io 
y(t) 1e[0,21,) 7 Y3 (t)+ zE Fa 
l+e ? 
În concluzie 
t 
te[0,4)=> y, (t)=1-| 1- l — le? 
l+e ? 
ai at 
te [1,%)> y (t)= ep ee 


Problema 2 


Se consideră schema din figură 


xn] 


` 1 
în care r=—=,0 = 


VEES 


a) Scrieți ecuațiile cu diferențe finite; 
b) Calculaţi funcția de transfer H(z); 


c) Precizați dacă sistemul este liniar, stabil, cauzal şi invariant în timp; 


d) Calculați şi reprezentați funcția pondere a sistemului, A[7]; 
e) Calculați şi reprezentați răspunsul sistemului la semnalele 


13 


Notă: Blocurile z" sunt registre de întârziere cu un tact (un ceas de eşantionare). 
Rezolvare 
a) Pe schemă verificăm că 
y|n]= x[n]+ 2rcos8y[n-1]-r*y[n-2] 
b) Aplicând transformata Z relației de mai sus 
Y (z) = X (2) +2r cos 0z"'Y (z) — r°z°Y (z) 


S-a folosit teorema întârzierii pentru un semnal cauzal: Z fv[n — k]} = z'V (z) : 


Funcția de transfer este 


H- Y(z) 1 


X (2) “1-2rcos0zI+rz2! 


c) Cercetând ecuaţia cu diferenţe finite şi notând cu 7 (x[n] răspunsul sistemului la 


semnalul x[n], observăm că 


H(z)(a,X, (z) +a,X, (2)) = aH (z)X, (z)+ aH (z)X, (z) =Y (z)+ æY, (z) deci 


T {ax [n]+ ax [n]}= æy [n]+ æy [n] şi sistemul este liniar 


yÎn — k] = x[n — k] + 2r cos Oy|n —k— 1] —ry [n —k— 2] şi deci răspunsul sistemului la 


x[n-k] este T {x[n-k]} = y[n-k] şi sistemul este invariant în timp. 


Pentru a vedea dacă sistemul este cauzal, avem de verificat una dintre următoarele 
condiţii echivalente: 
- h|n]=0,n<0; 


- Dacă x[n] este cauzal, atunci y[n] este cauzal; 


- leşirea nu anticipează intrarea; 


Nu este suficient să inspectăm funcția de transfer pentru a determina dacă 
sistemul este sau nu cauzal, deoarece unei aceleiaşi transformate Z îi pot corespunde, 
după domeniul de convergenţă, atât un semnal cauzal (şi domeniul de convergență este 
exteriorul unui cerc), cât şi unul anticauzal (domeniul de convergenţă este interiorul unui 
cerc). Din ecuația cu diferenţe finite, dar şi din schemă, remarcăm că semnalul de intrare 
este întârziat, iar ieşirea nu anticipează intrarea, deoarece nu depinde de valori viitoare 


ale semnalului de intrare (x|n+1],x]n+2],...). Deci sistemul este cauzal. 


Condiţia de stabilitate pentru un sistem discret impune ca toți polii sistemului să 
se afle în interiorul cercului unitate: lz <1. Aşadar, pentru a verifica stabilitatea 


sistemului, trebuie în prealabil să calculăm polii funcției de transfer. Pentru aceasta 


scriem H(z) ca un raport de două polinoame în variabila z. 


2 
Z 


H(z)= ; 
( z’ —2rcosQz+r? 
Polii sistemului vor fi rădăcinile polinomului de la numitor, deci ale ecuației 


z’ —2rcos0z+r? =0. 


Rădăcinile sunt 
—b'ENA! yi i 
12 > ——— =r cos +vycos 0-1 =rcos0t jrsinð =re”. 


a 


Z 


[zl = |r|= Aaj , deci sistemul este stabil. 


V2 


d) Calculăm 
h [n] = he) z" dz 


Sistemul este cauzal, deci A [n] = 0,n <0, iar domeniul de convergență este atunci 


exteriorul unui cerc, în aşa fel încât să nu avem în interiorul său singularităţi. Acest 
domeniu este evident exteriorul cercului |z! =r (vom presupune de acum încolo r 


pozitiv), deoarece acesta este exteriorul unui cerc, iar în interiorul său nu există poli. 
Conturul C este inclus în acest domeniu şi poate fi ales de pildă cercul unitate. 
Folosind teorema reziduurilor: 


|n Da Rezi (2)7 iza) Da Re — Papa)” 


2, pol z pol 
Iza zu | 


Pentru n > —l, avem doar doi poli în interiorul conturului (al treilea pol este în 
punctul de la infinit şi este în exteriorul conturului ales) 


n+l n+l 


h|n]= Rez - — M + Rez 


Suma se calculează 
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jo n+l -jð n+l ((n+09 (n+1)0 . 

(re ) (re ) „ei eD  „sin(n+1)0 

h[n]= io at a A a -jo = - : 
(re =re” ) (re P re" ) e” -e` sin 0 


Pentru n <-l1, avem trei poli, deoarece 0 este pol la rândul său. 


girl | zl | zl 
h|n]= Rezi ——— re” |+ Rezi ———— m re” 6 + Rezi ——— 0 
l AA | i (z-re”)(z-re”) 
Dar aceşti 3 poli sunt toți polii funcției în planul Z, la această valoare a lui n, deci 
suma de mai sus este 0. 
Remarcând în plus că A|-1] = 0 , putem scrie sintetic 
in (n+1)0 
ijr ee 
sin 0 
şi se verifică pe o altă cale cauzalitatea sistemului. 


uln] 


1 


0.8 


0.6 


0.4 


hfn] 


e) Răspunsul sistemului se poate calcula în domeniul timp prin convoluție sau în 
domeniul Z prin înmulțire 


vi [a]= x [n]* a[n] = 5[n]* ala] = an] 


(0) (E) LT CN) 


3 


unde X,(2)= le >l. 
pa 


Domeniul de convergenţă rezultat pentru Y, (z) este intersecţia celor două 


domenii de convergență, adică fz l| > 1} N fz l| > r} = fz l| > 1) (r este subunitar). 
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Folosind teorema reziduurilor, funcția de integrat este 
n+2 
Z 
F(z)= 
( (z -1)(z -re” )(z-re*) 
Pentru n > —2, avem 4 poli: 1, re? re” şi œ, dar numai primii 3 se află în 
interiorul cercului unitate. 


Rez{F(z),1}= . : 


(1 re” )(1- re”) “1 -2rcos0+r 


Rez{F(z),re”} 


1 1 riei? 
„(re =1)(re? -re”) 2ijrsin8 re” -1 
i 1 1 prte i0? 
Rezi F W= = - 
ez (2),re (re” -1)(re” -re”) 2jrsin8 re” -1 
Suma celor 3, după calcule este 


1 ph 
n|= 1+ 
l l rarr i 


Eae (rsin(n+1)0-sin(n +20) 
Evident, y, [n]= 0,n <-—2. 


2.5 


0.5 


Şi în cazul sistemelor discrete, ca şi în cazul celor analogice, remarcăm un regim 
tranzitoriu, până la stabilizarea răspunsului. 


Pentru al treilea semnal vom face apel la metoda armonică. Inainte de aceasta, 
vom scrie semnalul ca o sumă de semnale armonice. 


NT. [NT T nr) 1 nī mT 
x, [n]=cos| — |sin”]| ——+— |= cos] — ]-—] 1+cos| — +2 
2 4 4 Da 2 2 
Sau 
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1 nr) 1 m\ 1l ri l nr) 1 m 
x, [n] == cos +—cos| — |+—cos| nz += |=—cos + —cos| nz +~ 
2 2 4 2) 4 2 2 2 4 2 


Răspunsul la un semnal Acos(n@, +0, ) este 


A |a (e ) cos(no, +p +arg [H (oa )), iar în cazul nostru, deoarece sistemul este 
liniar 
|n] -2 n(e* aj wela (e ter) cos| ne +Z +arg (2r (e")}} 


Mai ținem cont că H (e z) =H(z) | „e dacă domeniul de convergență include 


cercul unitate. Cum în cazul nostru, condiţia este îndeplinită, sistemul fund de altfel 
stabil, avem 
1 1 
H(e)= EAREN ANI VE 
1-2rcos0e * + re -jo l -j2 


Inlocuim 


În formă modul-fază 


De asemenea 


1 
H (e z) = = 
l-e” ple 3 
2 
y;[n]= V5 cos E: = arctg2 ) + E cos (nz + z) . 
Al patrulea semnal de intrare poate fi scris 
x, |n] =e”. 
Folosind şi pentru acesta metoda armonică, obținem 
n im n 2 n 
AA aa a 30). 


Pentru al cincilea semnal, folosim metoda compactă, ţinând cont că 


=6 [n] „a cărui transformată Z este 1. 


n=0,2 
H 
„33 SPA (H(2))- 3 ez Ea, 


polii H(z) 


x; [n] 


ys(n) 
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polii H( re 
2 20 
1 r e n- dle 
ZN NO -j0 7) 
l-r'e'' re” -re 


` Rez 


2 jsin (1-r Wei )(1-r We?) 


n -N NO) (+) __ (1 _ „N „= NO) „-i(n+1)0 
r (1- r'e Je (1 r'e Je 


2jsin0 (1- re )(1-r Nei?) 


D2 Rez 


polii H(z) 


| H (2) n-l e ' r” er? (1- mee j(n=1)8 gR (EN 


H(z) „i r” sin(n+1)0-r" sin(N+1+n)0 
Ri = 
2, ju — al sin8  1-2r"cos(N0)+r" 


polii H (z 


Inlocuind valorile numerice, precum şi n = 0,2 , rezultă valorile finale. 


Problema 3 (temă) 


Se dă sistemul compus din figură 
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pentru care se ştiu 


a) Să se calculeze h, (t) astfel încât sistemul echivalent să aibă răspunsul la impuls 
0,r<0 
r(t) k 2,t e [0,7) 
I,re |r, 27) 
0,re|27,c0) 
b) Calculaţi răspunsurile sistemului compus la semnalele 


x (t) =u(t), xP (2) =u(t)-u(t-r) ; x® (t) = 5 x” (t-kr). 


Indicații 


Se poate arăta uşor că 


Se calculează 
1 =p 
M (s)=-(1-e ) 
H,(s)=1+e*. 


Rezultă H3(s) şi apoi, prin transformare Laplace inversă, (7). 
Pentru calculul celor trei răspunsuri se va folosi metoda Laplace, combinată în 


ultimul caz cu metoda Weidelich. 
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Seminarul 2. Răspunsul circuitelor la semnale modulate liniar 


Breviar teoretic 
1. Scrierea semnalelor modulate sub formă analitică 


In acest seminar se studiază răspunsul circuitelor liniare la semnale care prezintă 
exclusiv modulație în amplitudine. Vom considera un semnal modulator x,„(7), de bandă 
limitată, astfel încât 


X,(0)=0,0>0,. 
În aceste condiţii, orice semnal modulat liniar se poate scrie sub forma 
Xma (t) => Re{g(t)e™}, 
unde 
g(t)=g,(t)+jgo(t) este o funcție complexă care depinde biunivoc de semnalul 


modulator, în funcție de tipul de modulație de amplitudine. 
Introducând semnalul analitic 


x (t)=g (t) 


Xu (t)=Re{x, (t)}- 
Această scriere a semnalului modulat permite o tratare unitară a tuturor tipurilor 
de modulație liniară posibile. 


rezultă că 


Exemple 
Semnal MA+P (cu purtătoare şi două benzi laterale) 


În acest caz, 

Xua (t) =U, (1+ mx, (t))cos aur. 
Prin urmare 

glt)=g,(t)=U, (1+mx, (7) i 


Semnal MA-PS (cu purtătoare suprimată şi două benzi laterale) 


In acest caz, 


Prin urmare 


Semnal MA-BLU (cu purtătoare suprimată şi bandă laterală unică) 


In acest caz, 


x (t) = x, (Dcosartă, (sina. 
Prin urmare 
g (t) = xn (t) + Jn (2). 
3, (t)= 7 {x(t)} reprezintă transformata Hilbert a semnalului (5). 
În expresia semnalului x, (t), se alege semnul minus sau plus, după cum se 


doreşte selectarea benzii superioare, respectiv inferioare. 
2. Trecerea semnalelor modulate prin filtre trece bandă 
Tipic, semnalele modulate recepționate în antenă sunt trecute printr-un circuit 


selectiv (un filtru trece-bandă) acordat pe frecvența purtătoare, înainte de a fi demodulate. 
Schema este cea prezentată în Fig. 1. 


Fig. 1. Modularea şi demodularea unui semnal 


Teoretic, pentru simplificarea calculelor, nu suntem interesaţi în calculul explicit 
al lui y„ (2), ci direct în cel al semnalului demodulat. 


Pentru aceasta , vom crea o schemă echivalentă, în care modularea şi demodularea 
(operații complementare) sunt transparente calculului analitic. Pentru că blocurile MA 
(de modulare) şi DEM (de demodulare) depind de tipul de modulație aplicată, este util să 
gândim schema echivalentă într-un caz general, deci folosind semnalele modulatoare 
analitice asociate. 


Fig. 2. Schema echivalentă, transpusă în banda de bază 


În mod cu totul analog, 
y(t) =Re{y. (0))= Ref f(e) e} 
În Fig. 2, este prezentată schema echivalentă, în care trebuie determinată funcția 
de transfer a sistemului echivalent Ë (4) în funcție de H (æ). 
Gândind în semnale analitice, atunci pe schema din Fig. 1, obţinem că 
Y. (@)=X,(0)H (0) = F(o-a,)=G(o-a)H(o), 


unde s-a folosit teorema deplasării, conform căreia 


rlx(0e“ = X(o-a,). 
Prin urmare 
F(o)=G(o)H(o+a,). 


Aşadar sistemul echivalent va avea funcţia de transfer 


H(0)=H(o)=H(o+o,) > 


care se numeşte echivalentul de joasă frecvență. 


-20 =M =O; Oy O, @ 


Fig. 3. Aplicarea echivalentului de joasă frecvență 


Deoarece A(t)e R, atunci |H (o) =|H (-o)) (vezi Fig. 3). Prin urmare, funcţia 


|H (@+ a, )| va fi concentrată în jurul frecvențelor 0 şi —24,. Dar G(@) este de bandă 


limitată, deoarece semnalul modulator a fost presupus de bandă limitată, şi atunci 
componenta din jurul lui —24, nu contribuie la produsul H (@+@,)G(@), dacă o, 
este mai mic decât banda filtrului. 
Putem scrie în aceste condiţii că 
Flo)=G(o)H (0) 
unde 
H+ (0) este echivalentul de joasă frecvență şi bandă îngustă, egal cu 


H,(0)=H(o+a)u(o+a,)-u(o-a,)] 
Dacă funcția u(4) este treapta unitate, atunci u(0+0,)-u(0-—0,,) este o 


poartă în domeniul frecvenţă între -o, şi Oy. 


Problema 1 


Se dă circuitul acordat derivație (CAD) din figură, pentru care se ştiu 
R=10kQ, frecvenţa de rezonanţă /,=1MHz şi factorul de calitate 0=10. 


a) Să se calculeze valorile elementelor reactive; 
b) Să se calculeze (în cazul general şi în aproximaţia de bandă îngustă) şi să se 


reprezinte grafic funcţia de transfer Z (0) = va) : 


I(0) 
c) Să se calculeze banda de trecere la 3dB; 
d) Să se calculeze răspunsul circuitului la semnalele 


sui 2cos| 2710 le Z mal 


- i (t)= 2eos[ 27- 1.05-10€7+— Z mal 


- i (0) =2(1+0.2cos(77-10%7))cos(2z7-10%7)[m4] 
- i (t) = x, (0)cos(27-10%7) [mA] , unde xn(® este un semnal dreptunghiular periodic 
x, (t)= È x(t-kT), cu T=200us şi x(t)=u(t)-u(t-T), cu T=100us (u(0) este 
k=—0 


treapta unitate) 
e) Poate fi privit acest circuit ca un filtru? De ce tip? 


Rezolvare 


a) Pentru circuitul acordat (serie sau paralel) frecvența de rezonanță este 


I 
UET 


Pentru circuitul derivație, expresia factorului de calitate este 
R 
o= 
p 
x, 
unde X, reprezintă reactanța bobinei sau a condensatorului evaluată la frecvența 


de rezonanță (la această frecvență reactanțele elementelor reactive au valori egale şi de 
semn contrar). 


Q=27f RC >C =—— =159.1pF 
27 f.R 


r 


R R 


9 fl See eO 


=159.14H 


b) Calculăm admitanța echivalentă a circuitului 
1 _R+jøL-@ LCR 
joL jOLR 


(0) j0c+ 


prin urmare 


1 R 
Z(@)= = i 
(0) Y(0) | RTO LCR 
joL 
PI Ele IE R 


i) „r[eca- £) 


Punând în evidenţă frecvența de rezonanţă şi factorul de calitate, 


R 
Z(0)= 
a (2-2) 
0.0 
Observăm că 
Z(o.)=R. 
Să punem în evidență dezacordul în frecvență Aw=w-—0.. Vom nota de 
asemenea dezacordul normat č = 2g i 
R R 
w, +A w 
lt] i = r 1+jQ|1+65-—— 
id O, 5%] id d z] 


Dacă se operează în jurul frecvenței de rezonanță, putem presupune că &<<l şi 


1 ; i n Pona Se 3 i 
—— =1-€£. Atunci, funcţia de transfer în aproximaţie de bandă îngustă se scrie 


l1+é 
R 


14 J20 


Este evident că funcția Zij- este monoton descrescătoare cu 
V1+40° E 

dezacordul în frecvență. Rezultă că pe măsură ce ne îndepărtăm de frecvența de 
rezonanță, modulul impedanței echivalente scade. Este de adevărat însă că pentru valori 
ale frecvenței depărtate de f,. ar trebui să evaluăm expresia generală a funcției de transfer 
şi nu pe cea de bandă îngustă. Totuşi, variația nu se modifică radical şi concluziile 
anterioare rămân valabile. 

În Fig. 1 sunt reprezentate funcțiile de transfer corespunzătoare cazului general şi 
aproximaţiei de bandă îngustă şi se poate remarca faptul că eroarea dintre cele două 
expresii este mică în special în jurul frecvenţei de 10MHz. 


Z(5)=Z(6) 


Comparatie intre expresia generala si aproximatia de banda ingusta 


caz general 
banda ingusta 


Ze) [ke] 


Fig. 4. Comparaţie între expresia generală şi aproximaţia de bandă îngustă 


În Fig. 5 sunt reprezentate funcţiile de transfer corespunzătoare a două CAD cu 
factori de calitate diferiți. Se observă lesne că un circuit acordat cu factor de calitate mai 
mare este mai selectiv. 


Zic) [kea] 


fIMHz] 


Fig. 5. Comparaţie între două circuite acordate cu factori de calitate 5, respectiv 10 


c) Putem lucra cu aproximaţia de bandă îngustă (însăşi banda de trecere a filtrului 
fiind îngustă, ki ce va fi e 


AD 


= of -+l 
JL JE i ? 20 


Banda de trecere este 


Bus =] +AA] (|) = 216, 


Se respectă observaţia anterioară, conform căreia un circuit cu factor de calitate 
mare are banda de trecere mai mică. 

Din acest motiv, deseori se întâlneşte scrierea expresiei funcției de transfer de 
bandă îngustă pentru un CAD în funcție de bandă şi nu de factorul de calitate. 


f, = =100HH 


AGE f SŽ(A0)= Ie 
1+ j-2 1+ j20— 1+j— 
Šo O, mB 
Sau 
z R 
A A 
SU aB 


Mai rămâne să verificăm că deducerea benzii la 3dB folosind aproximația de 
bandă îngustă este corectă. Dar într-adevăr, 


Q>>l 
pahle f.. 
Q 


d) Pentru primul semnal este suficient să folosim metoda armonică şi atunci 


u (t)=2|Z (27105) 


cos| 2710%r4 „E arg|Z (27106 ri E 
Calculăm 


Z(2210%)=Z(0.)=R 


r 


u, (t)=20 cos[ 2710°r4 “ri 


Similar pentru al doilea 
u, (t) = 2|Z (27-1.05:10°)|eos{ 27-1.05 10% +Z tarefz(27:1.05:10)}]i7], 
Calculăm 


2(277-1.05.10%)=Z(a +40) == =-Łe i 


1+j v2 


u, (t) = 102 cos(2z7-1.05-10%)[V] 


Remarcăm că la frecvenţa de rezonanţă, circuitul se comportă pur rezistiv, fiind 
echivalat cu rezistenţa R. A doua frecvenţă studiată se află chiar în marginea benzii de 
trecere. Şi aşa cum era de aşteptat, amplitudinea scade față de valoarea maximă de la 


sui ; . ; S ; T 
rezonanță cu 3dB. Circuitul introduce totodată un defazaj egal cu za 


Al treilea semnal este un semnal modulat. Am putea folosi pentru el metoda 
echivalentului de joasă frecvenţă. Folosim mai întâi metoda armonică descrisă în 


seminarul precedent, datorită numărului redus de componente din spectrul semnalului. 
Într-adevăr, 


i, (2) = 2cos(277:10%7)+0.2cos(2z7-(10* +5-10+)t)+0.2cos(2æ- (10° -5-10*)£) [m4] 


Principala dificultate în calculul răspunsului o reprezintă operarea atât cu 
frecvenţe mari (frecvența purtătoarei), cât şi cu frecvenţe mici (frecvența semnalului 
modulator) la un loc (vezi relația de mai sus). 

Semnalul poate fi scris mai compact 


ml 


i, (£)= Lo cos(@,t)+ j cos((0, +0, )1) +7 cos((@,-@,)t)[m4A], 


unde 
I, =2mA , amplitudinea purtătoarei 
m = 0.2, gradul de modulație 
4. =2710 rad/s, frecvenţa unghiulară a purtătoarei, egală cu frecvenţa de rezonanţă a 
circuitului 
4, = 710 rad/s , frecvenţa unghiulară a semnalului modulator 
Cu metoda armonică 


U; (t)=Ž(@,) 


cos(@,t+ arg{Z(@,)})+ 
Teža, + æ, )|cos((@, +@,)t+arg{Z (0 +0,)})+ 


BeN 
2 


Z(@-0,) 


cos(|(@, -@,)t+arg{Z(@,-@,)})+ 


Frecvența maximă din spectrul semnalului modulator este f, = 50kHz << f., deci 
putem folosi aproximaţia de bandă îngustă. 


Z(@,)=R 
R R R R +7 
Z(o t0,)= = SE Mu 
1t j On 1t jfa LE j J2 
TB B 


mRILg 


7) mRI mT 
u, (t)=RI, cos(@t)+ cos| (@. +æ )t-2 |+ cosl (@ -w )r+— 
(= Ri, coslo) ME cos (o +a, J1- F | cos (o - a, )r+ 2] 


Folosind echivalentul de joasă frecvență, se putea calcula răspunsul direct asupra 
semnalului modulator. 


e (2) =2(1+0.2cos(7-10%7))= 1, (1+mcos(@,t)) 


Rezultă 


f(t) Sify (0)+ mr, [Zis (2,) 


cos (o + arg VA (o, ))) 


unde 


Atunci 


f(9=R1 + e cos our) 
Pentru a calcula răspunsul la semnalul modulat şi nu la cel modulator, avem 
u, (t)=Re{ f (t)e*}= f (t)cos æ,t 


După efectuarea calculelor, se ajunge la acelaşi rezultat, 


u, (t) = RI, cos @,t + Rio os| (a are ast os| (a, +a) 


22 d) “Dao 4 


Semnalul al 4-lea este un semnal modulat cu modulator periodic. Folosim metoda 


echivalentului de joasă frecvenţă şi bandă îngustă asupra lui g(t) = x, (£). Aceasta revine 


la a calcula răspunsul f(t) al circuitului cu funcţia de transfer Z „r (s) la semnalul g(7), 


unde 


TB 
Deoarece semnalul g(7) este periodic, vom aplica metoda Weidelich pentru 
calculul lui f£). 


TOA (92, ne U -as 


1 —sT 
cu 
l-e” 
X (5)= 7lx(0)= E 
fiți) ai ip ASE bg ie E ei apa, 
T S mi] 
m 
-1 R -zBt -1 l-e” -zBt —zB(1-7) 
7 =R(1-e%™ )u(t)=> PR =R(1-e7™ )u(t)-R(1- 6e )u(r-7) 
T le 
mB T 


Cum în cazul nostru T = 27, mai departe se ajunge la expresia 
Bt 
10) = lie aţi) aie ur) ar a o) 
Evident că răspunsul la semnalul modulat este 
u, (t) = f (t)cos æt . 
Mai rămâne să verificăm justețea folosirii modelului de bandă îngustă. Pentru 
aceasta trebuie să arătăm că banda semnalului modulator este mult mai mică decât 


frecvența de rezonanță. Banda semnalului modulator însă este egală cu banda semnalului 
dreptunghiular periodic, care nu este limitată. Se ştie că spectrul acestuia este un sinc cu 


Capa i Jers ie și f 5 PARR 
anulări la —, discretizat la multipli ai frecvenței fundamentale. De regulă se acceptă că 


T 
banda ocupată este aproximativ egală cu banda primului lob principal, deci 
1 
fa == << f.. 
T 


e) Funcţia de transfer a unui circuit rezonant este aceea a unui filtru trece bandă. 


Problema 2 (temă) 


Să se calculeze elementele unui circuit acordat derivație, cu R=10kQ, dacă la 
semnalul MA 
i(t) =I, (1+0.2cos(2710%1))cos(2z10'7) 


răspunde cu un semnal MA pe aceeaşi frecvență purtătoare şi acelaşi semnal modulator, 
dar cu indicele de modulație egal cu 0.1. 


Indicaţie 


Pentru a caracteriza elementele reactive ale circuitului, este suficient să se 
determine frecvența de rezonanţă şi factorul de calitate sau banda la 3dB a filtrului. 
Răspunsul la un semnal MA este tot un semnal MA cu acelaşi semnal modulator, numai 
dacă circuitul este acordat pe purtătoarea semnalului modulat. 

În plus, din răspunsul circuitului la semnalul modulat se poate deduce că factorul 
de calitate influenţează indicele de modulație la ieşire. 


Problema 3 (temă) 


Să se deducă funcţia de transfer a unui circuit acordat serie şi totodată expresia 
echivalentului de joasă frecvență, bandă îngustă şi determinaţi banda la 3dB. 
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Indicaţie 


Evident că de această dată excitarea se face în tensiune, iar semnalul cules este 
curentul prin CAS. De aceea funcția de transfer va avea dimensiunea unei admitanţe. 


Problema 4 (temă) 


Să se calculeze răspunsul sistemului liniar şi invariant în timp având funcția 
pondere A(t)=2h (t)cosæt, h (1)=e “u(c), a=10%,, la semnalele: 


a) x, (£) = f; (t) cos aș, ft) =ut)-u[r-1) 
b) x () = (cosa fl) ufr- -u(r-2) 


00 


c) x (t) = f (t)cosat, f (t)= Sa (r-2k0) 


00 


d) x, (t) = f (t)cos œt- f, (sin œt 
Indicații 


Conform teoremei modulației, 
H(@)=H, (@-a)+H, (0+). 
cu 


1 1 
> H,(@)= i 
s+a (o) jo+a 


Cum a >> 4,, rezultă că banda lui ho(7) este mult mai mică decât &,, deci h(7) 


H,(s)= 


este de bandă îngustă. 
Echivalentul de joasă frecvențăa sistemului va fi 


Hp (@)=H,(@)+H, (@+20,), 
iar echivalentul de joasă frecvență şi bandă îngustă va fi 
H, (0)=H, (0). 
Pentru răspunsurile primelor 2 semnale se va folosi metoda Laplace pentru 


echivalentul calculat. Pentru semnalul al treilea se va folosi metoda Weidelich. 
Pentru semnalul al patrulea, se poate observa că 


x, (t)=Ref( A (e) + ih (A) ee} 
prin urmare 
A= Alih (t), 


pentru care se foloseşte metoda echivalentului de joasă frecvență. 
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Problema 5 


Să se echivaleze circuitul acordat cu amplificator cu prize de mai Jos, avândcu 
cuplaj prin inductanţă mutuală, cu un circuit acordat derivație RLC. 
Se ştiu: 
R=10k0,C =10nF,L, = 145, =] 
m 3 
Parametrii tranzistorului (presupus a lucra la semnal mic) sunt: 
r =1MQ (rezistenţa de ieşire) 


Ic = mA (punctul static de funcționare). 


Rezolvare 


Pentru a reduce schema la un CAD simplu, vom parcurge mai multe etape de 
echivalare a circuitului. 


1. Reducerea tranzistorului 


Tranzistorul se echivalează cu modelul său de semnal mic şi joasă frecvență. 


Pentru a reduce tranzistorul, este suficient să echivalăm circuitul din stânga 
transformatorului cu o schemă de tip Norton sau Thévenin. Vom prefera echivalența 
Thévenin, pentru care sursa de tensiune şi impedanţa serie echivalentă se calculează 
pentru tranzistor conform schemei de mai jos. 

Pentru calculul tensiunii echivalente, vom lăsa în gol bornele între care 
determinăm circuitul echivalent şi determinăm tensiunea dintre acestea. 
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unde U, este tensiunea dintre bornele lăsate în gol. 


Evident, U, =-z,„r,U;. 


Pentru calculul impedanţei echivalente, pasivizăm sursa de tensiune şi 
determinăm impedanţa văzută între borne. 


De observat că după pasivizarea sursei U, = 0, sursa comandată de curent practic 
dispare din schemă şi nu intervine în calculul impedanţei echivalente. Rezultă 
Z, =Z, Pra 


[9] 


Observaţie 


Reamintim că un subcircuit se poate echivala cu un generator de tensiune cu 
impedanţă serie (echivalență Thévenin) sau cu sursă de curent cu impedanță paralel 
(echivalență Norton). Pentru a calcula tensiunea/curentul generatoarelor şi rezistenţa 
echivalentă corespunzătoare se parcurg următorii paşi. 

Pentru tensiunea generatorului Thévenin, se calculează tensiunea la bornele 
subcircuitului, lăsate în gol. Impedanţa echivalentă se calculează ca fiind impedanţa care 
se vede între cele două borne, înspre subcircuit, după pasivizarea sursei de tensiune 
(înlocuirea acesteia cu un scurtcircuit). 

Pentru curentul generatorului Norton, se calculează curentul prin bornele 
subcircuitului, legate în scurtcircuit. Impedanța echivalentă se calculează ca fiind 
impedanţa care se vede între cele două borne, înspre subcircuit, după pasivizarea sursei 
de curent (înlocuirea acesteia cu u o întrerupere). 

După eliminarea tranzistorului schema echivalentă este cea de mai jos. 
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2. Eliminarea cuplajului mutual 


Ne concentrăm asupra prizei cu cuplaj mutual. În figura de mai jos, am pus în 
evidenţă curenții de intrare în autotransformator, 7,,/, , tensiunile de intrare şi ieşire, 


U,,U, , precum şi impedanța mutuală de cuplaj, M. Am notat inductanţa interioară (dată 


de numărul de n, spire) cu Lo. 


L n nai > . 
Astfel —> = ——, iar impedanța mutuală are expresia M =4/ LL. 
L n+n, 


Atunci se pot scrie 2 ecuații ale lui Kirchhoff, sub forma 
U =jøLl + joMI, 
U, = JOLI, + jOMI, 
Aceleaşi ecuaţii se pot însă scrie pe circuitul în T fără cuplaje de mai jos, ceea ce 
garantează echivalenţa dintre cele două circuite. 


h 


După eliminarea cuplajului mutual, se ajunge la schema de mai jos: 
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3. Reducerea impedanţei echivalente a generatorului 
Echivalăm ansamblul generator de tensiune -g,„r,U,  impedanță serie 

i í E£ 
Z =r,+jøæ(L,—-M) cu un generator de tensiune -== 


şi o impedanță paralel 


MESA 


Mai departe 


paralel. 


unde în cazul nostru R, =r, L, =L ZM. 
Se cunosc relațiile de transformare 


R,=R (1+0°) 


— 


oL 
unde Q = —. 
Q R 


sS 


Deoarece impedanța de ieşire dintr-un tranzistor este foarte mare (MQ), putem 
presupune că R, =r, >> @(L,—M ) şi deci Q <<1 şi atunci 
R =R =r 
p $ o 
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o 
De asemenea, generatorul de curent echivalent poate fi aproximat 
r,>>o(Lo—M) 
_ Enh U, = : Enh U, = -2,U, F 
"A r+ jJO(L—M)— TE 


z >> M , în gruparea paralel a bobinelor L, şi M, 


L 


În plus, deoarece L,= 


contribuția lui L, este neglijabilă. 
Circuitul se reduce la un circuit acordat cu priză inductivă, fără cuplaj. 


4. Eliminarea prizei inductive 


Vom folosi o echivalență bine ştiută, uşor de demonstrat totuşi. Având un circuit 
cu priză, ca mai Jos 


definim factorul de priză, ca fiind raportul dintre inductanţa interioară şi inductanța totală, 
= L 

EEA 

Atunci, circuitul este echivalent cu 


n; 
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Aplicând această regulă pe circuitul nostru, cu notaţiile 
I = = U aR; = Padi =M,L, T L-M > 


rezultă circuitul echivalent 


unde 


t LL NL \n+n, 2 


i : 3 îi ZI š r 
Ultima simplificare reprezintă gruparea rezistențelor R|- , 
ng 


rezultând astfel 


circuitul echivalent. 
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Seminarul 3 (Parametrii diporţilor) 
Breviar teoretic 


Se dă diportul de mai jos: 


î A 
o a 
+ 
ZA D U, 
= = 


Intre cele patru mărimi, putem exprima două relații de legătură, în domeniul 
transformat. Dacă circuitul este liniar, atunci relațiile de legătură sunt de fapt combinații 
liniare ca mai jos: 


= Zid tZ 
U, =z + Zn 


el] 


De menţionat că cele patru mărimi şi deci şi parametrii z, (numiţi parametrii z) 


sau 


definiți pot fi: 
- transformate Fourier: U,(%),1,(0), |z (o) ] (dacă semnalele de intrare sunt în 
regim permanent) 
- transformate Laplace: U,(s),/,(s), |z(s)] (dacă semnalele de intrare au intervale 


de regim tranzitoriu) 
-  fazori în complex simplificat (dacă semnalele de intrare sunt sinusoide) 
Nu vom mai preciza, din acest motiv, argumentul funcției, care depinde de 
aplicaţie. 


Observaţii 


- Dacă circuitul este neliniar (de exemplu un tranzistor la semnal mare), atunci 
relațiile de mai sus nu pot fi aplicate 

- Dacă se doreşte exprimarea relațiilor de legătură în domeniul timp şi nu în 
frecvenţă (sau domeniul transformat), este necesară aplicarea transformatei 
inverse relațiilor de legătură. De exemplu, dacă cele patru mărimi reprezintă 
trasformate Fourier, atunci 


| (0)= 2, (0)1.(0)+2,(0)7,(0) 

U, (Ø) =z, (Ø) 1 (0) +z (@)1, (ø) 

şi prin transformată Fourier inversă se ajunge la 
u (£)= PHa (o)}*i, (t)+ dia A (o)ji (2) 
u, (t)= 7 {z (@)}*i (t) +77 {z (0). (0) 


Pe o structură dată, parametrii z se calculează după formula 
U, pa ; 
Zi i n> b J,kE {L2}, j#k. 
j 
În concluzie, există patru mărimi. Cum de regulă la o poartă (1 sau 2) legăm 


generatorul, iar la cealaltă legăm sarcina, între cele patru mărimi, putem exprima 2 
legături. Celelalte două rezultă din ecuaţiile parametrilor z. 


După cum amestecăm cele patru mărimi, rezultă 6 seturi de parametri: 
- parametrii impedanță 
U, L ] 
= [2] 
U, I 2] 


- parametrii admitanță 


- parametrii fundamentali A 


- parametrii fundamentali B 


ru re: 
2 = [8] 1 
Lh [=A] 
- parametrii hibrizi A 
ri Pae 
1 SE [A] 1 
LI LU, |] 


- parametrii hibrizi g 


Evident există relaţii unice de echivalare între două seturi de parametri 
(caracterizează acelaşi diport). 


Odată calculați (sau specificaţi) parametrii unui diport, putem găsi mărimi cu 
semnificație fizică extrem de importante. De exemplu, dacă la poarta 1, legăm un 
generator Ug, cu impedanţa internă Zg, iar la poarta 2 o sarcină Zs, putem calcula 


Zi = i impedanța de intrare (nu depinde de generator, depinde de sarcină) 


in, 


Z = =a] u,- impedanța de ieşire (nu depinde de sarcină, depinde de generator) 
2 


U. A ; ; : ; 
4,'=-— factorul de transfer în tensiune a diportului, relativ la generator (depinde de 
G 
sarcină şi generator) 


A, = Sa. factorul de transfer în tensiune a diportului (depinde de sarcină) 
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Problema 1 


Pentru diportul din figură: 


să se calculeze: 


a) 
b) 
c) 


d) 
e) 


g) 


h) 


i) 


Matricea [z]; 

Matricele [y], [g], [4], [4], [B] (temă); 

Precizați legătura dintre valorile elementelor din schemă în aşa fel încât diportul 
rezultat să fie simteric; 

Determinaţi diporții echivalenți în X simetric şi II simetric; 

Determinaţi impedanța de intrare în schemă, atunci când diportul este terminat pe 


Z, : Zina = 2 


1 
Să se definească şi să se calculeze factorul de transfer în tensiune de la poarta 1 la 
poarta 2, când poarta 2 este lăsată în gol. 
Determinați factorul de transfer în tensiune când la poarta 2 este conectată o 
U, 
U U,=Z,l 


U:=-Z,h, ? 


sarcină K&K, = 


Conectându-se un generator de tensiune Ug la poarta 1 a diportului, cu impedanța 
serie Zg, şi o sarcină Z, la poarta 2, determinaţi factorul de transfer în tensiune, 
U, 


U,=-Z,l, 


raportat la generator K; = i 
G |Uc=Zch +U, 


Să se calculeze matricea [z] pentru diportul în T podit de mai jos 


j) Dacă diportul are structura particulară de mai jos 


iar la intrare se aplică un generator sinusoidal uj (7) = Acos(ar+q,), cu a, = 


se calculeze tensiunea măsurată pe o sarcină Zs. 
Rezolvare 


a) Din definiţia parametrilor impedanţă, rezultă că 


ni = Zu + Zola 
U, = Zoli + Zola 
Pentru a determina parametrii z,,,Z,, , trebuie anulat curentul /» din prima ecuaţie, 


deci trebuie lăsată poarta 2 în gol. 
In aceste condiţii, 


U, 
Zu ŢI 2 =ZtQZ 
U 
Za E =0 7 Z, 
Similar, se deduc şi ceilalți doi parametri, lăsând poarta 1 în gol. 
U 
Za = ua =Z, 
2 
U 
Z» > la =4t4 
2 
Rezultă matricea 
[2] Z +Z, Zj 
z|= ; 
Z, Z +Z, 


Remarcăm că diportul este reciproc deoarece z =z, . De regulă, în analiza 


diporților, se observă din inspectarea circuitului că acesta este reciproc şi se calculează un 
singur parametru din cei doi. 


b) Similar, folosind relaţiile de definiţie, se determină şi restul matricelor 


Din definiția parametrilor admitanță, 


p =y U, + YU, 
l, = YU +YnU, 

Pentru a determina parametrii y, Y, trebuie anulată tensiunea U din prima 
ecuaţie, deci poarta 2 trebuie terminată în scurtcircuit. 


Obţinem 
I, 1 
Yu =y, SI 
U, Z, +Z,z; 
2-b] 2hb hj 2 / 1 z Z, 
ra U y U iei Ar S AZ 242 
I, | 
PI e Uz E a a PIE 
U, Z +Z, lZ 
y = Š Z, 
2 y,” ZZ +Z,Z+ZZ, 


Remarcăm şi în acest caz respectarea condiției de reciprocitate impusă asupra 
matricei [y]: y = y,,. Trebuie însă precizat că nu pentru orice set de parametri condiția 
de reciprocitate presupune egalitatea coeficienţilor de pe diagonala secundară (vezi 
problema 5). 

O modalitate mai simplă însă de a calcula un set de coeficienți este de a folosi 
relațiile de legătură cu alt set de parametri deja calculați. În cazul nostru, dacă s-au 
calculat parametrii [z], se poate observa că 


[2-0]. 


Similar, pentru parametrii hibrizi 
i. = hd, +AU, 
L, = hol +h,U, 
se pot deduce legăturile cu parametrii [z] sau [y] deja calculaţi, fără a mai efectua calcule 
direct pe circuit. 

Dacă se dispune de ambele seturi de parametri [z] şi [y] (dacă s-au calculat ambele 
matrice), parametrii hibrizi se pot exprima mai uşor în funcție de un set de parametri sau 
de altul. De exemplu acei parametri de gol se calculează mai uşor în funcţie de [z], iar cei 
de scurtcircuit de [y]. 

De pildă, parametrii hıı şi h21 se calculează când U2=0, deci în aceleaşi condiţii cu 
Yu Şi ya, fiind mai comod să îi exprimăm în funcţie de aceştia. Similar, h12 şi h22 se 
calculează când /=0, deci în aceleaşi condiţii ca şi z22 şi zi». 


h i REN ha ==] =h] Zo 
' 1 Gi Wu zi U, i I, U, = Za 
I I, U y I 1 
hsil 2 dz h, =|, =— 
21 A U,=0 U 1, U,=0 m 2 U, lz 0 PA 


Totuşi, nu este necesară cunoaşterea ambelor matrice [z] şi [y] pentru a calcula 
[A]. Admiţând că se doreşte folosirea exclusiv a parametrilor [z], dăm un exemplu de 


calcul al parametrului A21, direct în funcție de [z]. Acesta se calculează când U, =0, deci 
relațiile de definiție pentru [z] se scriu în acest caz. 
(4 = Zu +Z, 
0 = zi +2 
Din a doua ecuaţie rezultă 


I 
h, == 
21 T, 


U,=0 


Similar, din prima ecuație avem 


det 
U =L (z za l >h, = i is = E [z] 
Za I Za 
În final 
ZZ |Z, 2 
1+2, 
[4] = 
Z3 1 


iar condiția de reciprocitate este A, =—h,,. 


Similar se poate deduce [g] sau folosind relația evidentă [e]= [1] . 


Az 
-Hi | 
Za Za 


c) Un diport este simetric dacă z,, = Z,, , ceea ce implică Z, = Z, . Rezultatul nu este 


Procedând analog, 


surprinzător deoarece el implică simetria geometrică a diportului. Totuşi, este 
interesant de notat că un diport poate fi simetric din punct de vedere electric 
(Zi =Z» ), fără a fi simetric şi din punct de vedere geometric. Reciproca nu este 


adevărată. 
d) Există două modalități de a rezolva echivalarea cu un X simetric. 
In primul caz, folosim definiția diportului echivalent, care precizează că doi 


diporți sunt echivalenți dacă au seturile de parametri (oricare din cele 6) egale. 
Considerăm un diport în X simetric 


Diportul fiind simetric şi reciproc, este suficient să determinăm parametrii zi „ză, 


care se calculează pentru Z, = 0. Circuitul echivalent pentru 7, = 0 rezultă din lăsarea în 
gol a bornelor de la poarta 2 şi, este identic celui de mai Jos. 


U Z, +4, 
ZA = Z = FA h= 7 Fi r 
1 
U zaz- Za 
z= n-a =ză = „= 2 S 
1 I 2 


rezultând matricea [z*] 


[z* ]= 2 2 


Z-Z 4 +tZō, 
2 2 
Punând condiția ca ka ] =[|z], rezultă 


Zrt fi. Zi, 


2 2 — Z +Z, Z, 
Zema LFL Z, Zi tZ 
2 2 


şi 
EA 
Z, =Z, +2Z, 


A doua variantă ar fi să folosim teorema Bartlett, a bisecțiunii. Aceasta afirmă că 
orice diport simetric poate fi echivalat cu un diport în X simetric, a cărui impedanță în 
brațul serie, Za, este egală cu impedanța de intrare în semicircuitul corepunzător, cu 
bornele scurtcircuitate, iar impedanța din brațul paralel, Z+, este egală cu impedanța de 
intrare în semicircuitul corepunzător, cu bornele lăsate în gol. 

Semircuitul se obține secționând diportul simetric după planul de simetrie față de 
cele două porţi. Pentru a putea pune în evidență planul de simetrie după care se realizează 
secționarea, diportul inițial se poate pune sub forma de mai jos 


Semicircuitul, cu poarta de ieşire legată în scurtcircuit, respectiv în gol, este 
prezentat în figurile de mai jos. 


EA Za L á 


+ + 
EA 27, ZI 


ÎN F 


Ea Za 
Rezultă imediat că 
Z, =Z 
Z, =Z +2Z, 


Diportul în II simetric este reprezentat mai jos 


Şi în acest caz, avem mai multe variante de a rezolva problema. Prima ar fi să 
calculăm unul din cele 6 seturi de parametri pentru diportul în II şi de a îl egala cu cel 
corespunzător al diportului în T, cel inițial. Pentru acest diport este uşor de calculat 
matricea [y1], a admitanţelor în scurtcircuit. Rezultă 

1 


1 i , 
Z +Z, Yn > Ya > Z, 


N_nN_ 
Yu > Yo > 


Din condiția ca | y=] =[y], rezultă valorile pentru IRIAN 


A doua modalitate este să găsim diportul în X simetric pentru diportul în II şi să 
punem condiția ca acesta să fie identic cu cel echivalent pentru diportul în T, găsit 
anterior. Semircuitul este pus în evidenţă pe schema de mai jos. 


Rezultă imediat 


| z=z 


Punând condiţia ca Z, = Z,,Z, = Z, , rezultă valorile elementelor schemei. 


e) Conectăm o sarcină la poarta 2 a diportului şi calculăm impedanța de intrare la 
poarta 1. Datorită simetriei, problema se poate pune identic dacă interschimbăm 
porțile. 

Existenţa sarcinii se materializează prin forțarea din exterior a unei legături între 
A Şi h: U, =-Z 1, à 


a — i 

+ 

U, D U, Z, 

P 

Zial 

U, RS , ; ; 

Avem de calculat Z,, =—|,  . Fără a mai face calcule pe schema diportului, 

i 2 =z 


vom folosi parametrii deduşi. 
De exemplu, cu parametrii [z] 
U, = Zu + Zola 
U, = Za, tZ, 
U,=-Z, 
Înlocuind U, din ecuaţia (3) în ecuaţia (2), avem 
zh Za 
ZE Za 
Înlocuind în (1) şi ținând cont de definiţia impedanţei de intrare 
ZZ Zi Zo +ZZ, Zi +22, +22, +Z, 
Z+z Ziz TEZIE l 


2 i Sa 


= Zu O 


f) Factorul de transfer în tensiune de la poarta 1 la poarta 2, când aceasta din urmă 
este terminată în gol este 


Kun == 
Us 
Din definiția parametrilor [z] reiese imediat că 
Z Z 
Kj === Fa 
Z Z+Z, 


Evident că acelaşi rezultat era obținut şi remarcând că diportul terminat în gol 
devine în acest caz un divizor de tensiune pe Z3 şi Zi. 


g) Din ecuaţia parametrilor [z] şi a sarcinii obținem 


ZZ ne 
U =z Fz U, =| z -= | paa An 
pa 21 
U, =, L s tfa K Z, +Z» ZZ, 
2 > Zati F Zida J uzn > = ai 5 5 
UZ Zz zan a 1. s tZ 7 Z2% 
2 = Pda UZ i N TOR 
Z tZ» s FZ% 
Înlocuind 
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ZZ, 
(Z,+Z,)Z, +Z? +2ZZ, 


U21 


h) Se conectează un generator la poarta 1. 


i) 


Evident 


inl +Zo 


G 1 G Z; 


Pentru diportul în T podit, parametrii se pot calcula, de asemenea, în mai multe 
feluri. 


O modalitate este aceea de a folosi teorema bisecțiunii. 


Subcircuitul cu cele două terminaţii este prezentat în cele două figuri de mai jos. 
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Pe schemă 


Ze 3707 


Dar diportul în X echivalent are aceeaşi matrice [z] cu a diportului în T podit, deci 
valorile determinate anterior se înlocuiesc în matricea de mai Jos. 


Z,+Z, Z,-Z, 


N -2 2 
GEP. Z+Z 
b a a b 

2 2 


Lăsăm ca temă a doua metodă, cea care priveşte diportul în T podit ca o conectare 
în paralel (pe intrare şi ieşire) a diportului în T cu un diport format dintr-o impedanță 
serie. La un astfel de diport, matricea [y] se obține din însumarea matricelor [y] ale 
diportilor puşi în paralel. 


Problema 2 (temă) 


Pentru diportul din figură, să se calculeze matricea [z] şi să se precizeze legăturile 
dintre valorile impedanţelor Z,,Z,,Z,,Z, pentru ca diportul rezultat să fie reciproc, 
respectiv simetric. 
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Problema 3 (temă) 


Pentru diportul de mai jos, să se exprime în funcție de parametrii [z], [4], [A], 
următoarele mărimi: 


L B 
+ 
E D Ej 
E D 
U, U, U, L I 
a) 2 aB pat) a A) a e pE 
) AA ) U2- ) g lase ) A Ile 
Problema 4 


Se dă un diport reciproc şi simetric, caracterizat de z, = 2009 şi z, =10Q. 


A A 
+ 
ZA D U, 
= = 


a) Calculaţi matricea [z]; 
b) Pe baza matricei [z] determinate anterior, calculaţi | yl[h], [4] i 


i ! U. s š 
c) Calculați factorul de transfer în tensiune Ky = a „dacă la poarta 2 este conectată 
G 


o rezistență R, =10Q , iar la poarta 1 este conectată o sursă de tensiune 


alternativă de amplitudine Ug, având rezistența internă Rc=100; 
d) In condiţiile de la punctul c), calculați impedanţa de intrare în poarta 1. 


i x I i s 
e) Calculaţi factorul de transfer în curent K, =— , dacă la poarta 2 este conectată o 
1 


rezistență R, =10Q; 
f) Desenaţi schema echivalentă a diportului în T; 
g) Calculați matricea [A] pentru diportul compus, format ca mai jos. 
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Rezolvare 


a) Matricea [z] se calculează ţinând cont că un diport reciproc reciproc şi simetric 
Ale 2 = Zy Şi Zi 


[z] a o [el 


10 20 


E 1 | 20  —10 1]2 -1 
b =j = — a2 
) bl=lzl =309 Li 20 | 30 É 2 | 
Făcând legătura cu matricea [z], putem arăta că 


[4] -H7 e | 2 4 | 
Bal. z„| LO 4 20 0.1 2 
Definim parametrii hibrizi A 
. = hu +h,U, 
L =h, + hU, 
şi îi deducem din parametrii z 
CA = Zu +Z, 
U, = Zoli +Z, 
Observăm că 


1 
l =—U, -2a 


Z Z 
de unde deducem 
1 . 
h, =—=0.05 şi h, =- =-0.5. 
Z 22 
Inlocuind pe D în prima relație, rezultă 


Z Z 
užu, z- a a)r 
22 


Za 


şi 
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= —2 =0.5, iar h, =— == =15 
ha 25 ii Z» 20 
15 0.5 
[a]=] _ 
0.5 0.05 
c) Schema de calcul este cea din figura de mai jos 
Re FA lj 
+ ý i 
Ue) Li D E, As 
2 — 


Parametrii diporților sunt definiți în condiţii de gol sau scurtcircuit. Pentru 
determinarea unui câştig în condițiile în care o poartă nu mai este lăsată în gol sau 
scurtcircuit, necesită o analiză mai elaborată. Să plecăm de la ecuațiile parametrilor z 
(deşi se poate pleca similar şi de la alți parametri gata calculați), cărora li se adaugă cele 
două ecuații impuse de generator şi sarcină. Vom nota aceste ecuații cu (1)-(4). 


U, = Zid +Z, 

U, = Zoli + Zoe 

Uç; = Rl, FU, 

U, =-R,1, 
Avem de calculat K, = Ca 
Uc 
Din (2+4) 
-RL > Zoli +23 > Îi = (R, +2). 

Din (1)+(3) À 


Ug = (Ra +2) t Zl 
Înlocuind expresia lui 74, 
1 
Us = Za =— (Rs tz )(Re tza) ID. 
12 
De unde 
- RZ _ 100 1 
(Roz )(Ro tz) ză 900-100 8 


d) Folosind relațiile de la punctul anterior, impedanţa de intrare la poarta 1 în 
condiţiile în care la poarta 2 este conectată rezistența Rs este 


I 2 
în =i zz tz 22 20 100.=150. 
i L L R; + Z> 20 


e) Folosind ecuaţiile de la punctul c), avem 


15 


ie stiuca E cai 
ZA R; +z» 30 3 


f) Un diport simetric poate fi echivalat cu un diport simetric în T, ca mai jos 


pentru care (vezi problema 1) 


Z, =Z, -Z =10Q 


iar 
Z, =Z =10Q. 
g) Cei doi diporți sunt interconectați în conexiune serial-paralel, deci matricea 
parametrilor hibrizi asociată este 


1 


Problema 5 (temă) 


Să se precizeze care este condiția pe care trebuie să o îndeplinească fiecare dintre 
matricele [z], [v], [2], [4], [4], [B], astfel încât un diport să fie 
-  nedisipativ 
- reciproc 
- simetric 


Indicaţie 


Un diport este nedisipativ, atunci când suma puterilor active disipate pe fiecare 
> 1 * * RA , E 3 & 2 
poartă este 0: „RelUu i +UI} = 0 (termenul 0.5 apare dacă tensiunile reprezintă valori 


efective ale unor semnale sinusoidale — motivaţi de ce). 

De exemplu, un diport care conține numai componente reactive (ca cel din 
problema 2) este nedisipativ, pe când un diport care conţine rezistenţe sau component 
reactive cu pierderi (modelate ca elemente reactive ideale în serie sau paralel cu 
rezistenţe) este disipativ. 
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Seminarul 3 (Parametrii imagine şi de lucru ai diportului) 
Problema 1 (temă) 


Definim pentru un diport: 


U . : A š EE 
= |y , impedanța de intrare în poarta 1 când poarta 2 este terminată în 


Zin se I, 
scurtcircuit; 


U : ; A a iarta 
a | 1- » lmpedanţa de intrare în poarta 1 când poarta 2 este terminată în gol; 
a ln 
1 


U, l : A E ae, 
eu = 2 lua , impedanţa de intrare în poarta 2 când poarta 1 este terminată în 
2 


scurtcircuit; 


U, : ; R x PENO | 
mag  |u=0o impedanța de intrare în poarta 2 când poarta 1 este terminată în gol; 


2 


ž ă RE za = N 
Să se arate că Zpise 5—5, Zne => Zne = 
A A A 


Indicaţie 


Se pleacă de la relaţiile de definiţie ale parametrilor [A]. 


Problema 2 (temă) 


; : . SEE U : 
Definim pentru un diport impedanțele imagine Z% S zi ŞI 
2 =Z 
1 -i 02 
U 
Z = 2 
L, Zu 


AA AA 
a) Să se arate că Z = | şi Zo =; 
Al AA 


b) Folosind rezultatele şi notaţiile de la problema 1, să se arate că Za = Zu .Z 


inl,g “~ inl,sc 


iS 


in2,g ^ in2,sc 9 


Problema 3 (temă) 


Se dă diportul din figură 


z E 
+ 

Du a p < Wi 
o o 


a) Demonstraţi că dacă Ze =Z, şi Z; = Zo», atunci transferul de putere aparentă 


este maxim (condiția de adaptare la cele două porți); 
b) Demonstraţi că dacă Z, = Z, şi Z; = Zyp, atunci transferul de putere activă este 


maxim; 
c) Demonstraţi că dacă Zo =Ro=Zu şi Z;=R=Zo, atunci sunt îndeplinite 


simultan condițiile de adaptare şi transfer maxim de putere. 


Observaţie 


Pentru o sinusoidă, dacă mărimile descrise de diport reprezintă fazori 
(U.l U,,L,), atunci definim: 


> 


1 A 
- puterea aparentă: P, = zu I 


i 1 š 
- uterea activă: P=—Re;\UI ț. 
p Lrefur} 


Problema 4 (temă) 


i TEE SOR 1 I ; 
Se definesc exponenții de transfer pe imagini g, PIA ò şi 
2 -Uh | ez 
l UI 
= — |n —- f 
Siz 2 = Sza 


a) Să se arate că pentru un diport reciproc gp = g, =g = In( J44 +444; k 


b) Să se arate folosind rezultatele de la punctul a) că chg=Ę44,4, şi 


shg = V44; ; 


c) Folosind rezultatele de la problema 1, respectiv de la punctul b), să se arate că 


h, Z, FA 
thg zi S g -| inl,sc -j in2,sc ; 
chg {Z Z 


inl,g in2,g 


d) Demonstrați că dacă g=a+jb, atunci a reprezintă atenuarea în putere aparentă pe 
care o suferă semnalul de la intrare la ieşire. 


Problema 5 (temă) 


a) Să se arate că ecuaţiile parametrilor imagine pentru un diport reciproc se pot scrie 


sub forma 
Z 
U= ze — Zoe ZoshgI, 
02 


————= shgU, — = chel, 


V Zu Zo Zo 


b) Dacă în plus, diportul este simetric, atunci 
U, =U,chg - Zgl,shg 


U. ; 
T= she - Lche 


0 
Indicaţie 


Se deduc expresiile parametrilor fundamentali în funcție de Z,,Zəœ,g din 
problemele 3 şi 4 şi se înlocuiesc în ecuaţiile parametrilor fundamentali. 


Problema 6* (temă) 


Pe o linie de transmisiune (cablu coaxial, linie bifilară, linie microstrip de pe 
cablajele imprimate etc.) de lungime / se propagă unde de tensiune u(z,t) şi de curent 
i(z,t). Considerând un generator conectat la poarta 1 a liniei şi o sarcină Zs, conectată la 
poarta 2, atunci ecuaţiile tensiunii şi curentului de-a lungul liniei se scriu sub forma unei 
superpoziţii dintre o undă directă (care se propagă în sensul axei z) şi o undă inversă (care 
se propagă în sensul invers axei 2). 


U(z)=UyeF +Uye” 


faa 


— (Uje —Use”) 
Huse” Ue") 

Prin convenţie, domeniul liniar al liniei se alege ze [-/;0]. Poarta de intrare 
(poarta 1) se alege la z=-/, iar poarta 2 (sarcina liniei) la z=0. 


La poarta 1 a liniei, U, =U(-1),1, =I (-1). 
La poarta 2 a liniei, U, =U (0), Z, = -7 (0). 


a) Să se calculeze parametrii [z] şi [A] ai liniei; 

b) Să se demonstreze că linia este reciprocă şi simetrică; 

c) Să se arate că impedanța caracteristică a diportului (impedanța imagine a unui 
diport simetric) este exact Zc (numită de altfel impedanța caracteristică a liniei); 


d) Constanta de propagare a liniei este y% Să se arate că aceasta este întocmai 
exponentul de transfer pe imagini a diportului înmulțită cu lungimea liniei, gl; 
e) Se notează cu I, coeficientul de reflexie la sarcină egal cu raportul dintre 


se al MA cui. feo U : š 
amplitudinile undelor inversă şi directă: T,=. Să se demonstreze că 
0 


_Zs-Zc. 
Z+ Zo 
f) Pe baza observațiilor anterioare, răspundeți la următoarele întrebări: 

a. Care este impedanța de intrare într-o linie terminată adaptat (pentru care 

sarcina este o rezistență egală cu impedanța caracteristică)? 

b. De ce este indicat să conectăm la o mufă cu indicația 75Q un cablu de 
75Q (adică în termeni inginereşti, cu impedanța caracteristică egală cu 
750)? 

De ce semnalul se atenuează pe un cablu foarte lung? 


d. Pe un cablu de lungime 10m, care este constanta de atenuare pe imagini 
dacă 7=0.01+ j23? 


S 


O 


Indicaţii 


- se exprimă U,1,U,,I, în funcţie de U;,Us, înlocuind z cu valoarea 
corespunzătoare porții; 

- se elimină necunoscutele U;,U, din cele patru ecuaţii, rămânând două ecuaţii în 
LEE AEV AR AA 

- se confruntă ecuaţiile obţinute cu cele de la problema 5 şi se identifică parametrii 
imagine. 


Problema 7 


Se dă diportul rezistiv în X simetric din figură. 


în care valorile rezistențelor sunt: R, = 1000, R, = 25%. Calculaţi parametrii imagine ai 


diportului. 


Rezolvare 


Deoarece diportul este simetric (deci şi reciproc), avem de calculat doar o 
impedanţă caracteristică şi un exponent de transfer pe imagini: 


Ze = Zu = Zo 


8 = Sp > Sa 
Aplicăm definiția: 


R+R 
Ze = N Zin se Zina F pe |R, )] [22| =J RR, =509. 


Pentru exponentul de transfer pe imagini, 


Zyn S 2 R R, 
thg = | m = =0.8, 
Z, R+R 


in,g 2 


g =a =arcth (0.8) =1.099Np . 


Problema 8 


Diportul din problema 7 se conectează la un generator sinusoidal cu amplitudinea 
U¿=107 şi la o sarcină ca în figură. 


Re Fi Ts 
Hi r + 
+ + 
Zt) 
pe Ei D i fa 
= ei 


Folosind parametrii imagine determinaţi la problema anterioară, să se calculeze: 
a) impedanţa de intrare în diport; 
b) coeficienţii de dezadaptare la cele două porti; 
c) atenuarea compusă; 
d) atenuarea de inserție; 
e) puterea debitată în sarcină. 


Se vor considera pe rând cazurile: 
i) Rs = 500,R, = 5009 
ii) Rg = 500, R, = 1008 
iii) Rẹ = 1000,R, = 500 
iv) Ro = 10009, R, = 1000 


Rezolvare 


a) Din ecuaţiile de propagare ale diportului simetric, avem 


U, =U,chg — ZcIshg 


U ; 
l= z she-Jche 


C 


U, _Uchg—Z.Ishg -7 Z, + Zethg 


in RT _U, C 
D |z% EA ieliek Ze +Z,thg 


(3% 
Remarcăm că dacă Z, = Zo, deci dacă diportul este terminat pe impedanța lui 


caracteristică (sau terminat adaptat), atunci Z, = Z; = Ze. Vom spune că la intrarea unui 
diport terminat adaptat, regăsim impedanţa lui caracteristică. 

După calcule, rezultă: 

cazurile i), iii), Z„ = Ze = 50. 

cazurile ii), iv), Z,, = 53.859. 


b) Dezadaptările se calculează după formulele de mai jos. 
Za Zu _ Re- Ze 
La poarta 1: p, = = 
Za Rate 
La poarta 2: py = fin Sue 2 A e au 
Zafiu. -RotZo 
Aceste dezadaptări intră în formulele atenuării compuse şi a atenuării de inserţie. 
Prin urmare, aşa cum este de aşteptat, o eventuală dezadaptare la una din cele două porți, 
ca urmare a inegalităţi dintre impedanţa imagine de la acea poartă şi impedanța 
generatorului sau a sarcinii, conduce la apariţia unei atenuări în putere. 


Cazul i): pp, = Pop =0. 
Cazul ii): p, = 0, Pv = : E 


Cazul iii): pu = 2 Pr =0. 
Cazul iv): pu = Po» = 


c) Reamintim semnificaţia atenuării compuse. Aceasta ne arată cu cât este mai mică 
puterea aparentă pe o sarcină Zs a diportului, față de cazul ideal în care generatorul ar 
debita întreaga putere direct pe o impedanţă egală cu Ze. 
a, =a-ln|4|-In|t, |+ a, 
Formula de mai sus pune în evidență următoarele mecanisme prin care apare 
pierderea de putere aparentă de la generator la sarcină: 


-  “reflexiile” de la poarta 1, prin intermediul coeficientului de transmisie 
AN ZZ 
Z+ Zo 


imagini a generatorului: Z; = Zu. 


A „ Acest termen dispare dacă este îndeplinită condiția de adaptare pe 


- “reflexiile” de la poarta 2, prin intermediul coeficientului de transmisie 


= 2NZsZo 
Zot Zo 


imagini a sarcinii: Z, = Zap. 


A „ Acest termen dispare dacă este îndeplinită condiţia de adaptare pe 


-  reflexiile multiple dintre poarta 1 şi poarta 2, cauză a neadaptării simultane la 
ambele porţi, exprimate prin atenuarea de interacțiune a, = In|l— pupe *|. 


Evident este suficient ca măcar una dintre porţi să fie adaptată ca acest termen să 
dispară. 

- structura internă a diportului care poate conduce, ea însăşi, către o atenuare de 
putere. Acest termen se reflectă în atenuarea pe imagini, a. 


Să considerăm separat fiecare termen: 


Coeficientul de transmisie la poarta 1 


_ 2AJRoZe 
"Roi Za 
Când R; = Zo (adaptare pe imagini la poarta 1), coeficientul de transmisie este unitar (nu 


1 


se reflectă putere). 
Cazurile i), ii), —1In|ż |= 0Np . 


2/2 


275000 n 22) = 0.0589 Np . 


Cazurile iii), iv), -In |z] = —In o 


Coeficientul de transmisie la poarta 2 


ENES 


R+Z, 
Când R, = Zo (adaptare pe imagini la poarta 2), coeficientul de transmisie este unitar (nu 


2 


se reflectă putere). 
Cazurile 1), iii), — In e, | = 0Wp. 


2/5000 =-1(22 
3 


Cazurile ii), iv), -In|ż | = —In aa) =0.0589Np . 


Atenuarea de interacțiune 


Acest termen este nul când cel puţin o poartă este adaptată. Aşadar 
Cazurile 1), ii), iii), a = 0Np . 


Cazul iv), ap =ln|1- pupe **|= în 1 pe mite = —0.0124Np. 


S-a calculat atenuarea pe imagini la problema anterioară: a = 1.099Np. 
Însumând toate contribuţiile menţionate: 


Cazul 1, a, =1.099+0+0+0 = 1.099Wp. 

Cazul 2, a, =1.099 +0 + 0.0589 +0 =1.1579 Np 

Cazul 3, a, =1.099 +0.0589 +0 +0 =1.1579Np 

Cazul 4, a, =1.099 +0.0589 + 0.0589 — 0.0124 =1.2044Np . 


d) Atenuarea de inserție arată cu cât este mai mică puterea aparentă pe o sarcină rezistivă 
Rs a diportului, față de cazul în care generatorul ar fi conectat direct la acea esarcină. 
Având în vedere că definiția atenuării compuse este mai restrictivă (compară puterea 
aparentă în sarcină cu cea dintr-un caz ideal), este de aşteptat ca atenuarea de inserție în 
cazul unui diport să fie mai mică decât atenuarea compusă. 


LaLa 
G + Ry 
Cazul 1, a, = 1.099—0 =1.099Np . 
Cazul 2, a, = 1.1579—0.0589 = 1.099Np 
Cazul 3, a, =1.1579 — 0.0589 = 1.099Np 
Cazul 4, a, = 1.2044 —0 =1.2044Np . 


a =a, + In 7] 


unde t = este coeficientul de transmisie de la poarta 1 la poarta 2. 


e) In cazul unor sarcini pur rezistive, puterea aparentă este egală cu puterea activă 
debitată în sarcină. Prin urmare, putem folosi expresia atenuării compuse 


a. = l In f , 
Ju 
în care puterea aparentă în sarcină este 
K= UI, J 
iar puterea debitată de generator în condiții ideale este 
Ugal _ Uel 
az 8R; 
Rezultă că 
P, — Pe” i 


Înlocuind cu valorile corespunzătoare fiecărui caz în parte: 
Cazul 1: P, =0.25e*'* =27.8mW 


Cazul 2: P, = 0.25e 71 = 24.7mW 
Cazul 3: P, =0.125e 71%? =12.35mW 
Cazul 4: P, =0.125e 7% =11.2mW 


Problema 9 


Se interconectează doi diporţi reciproci în cascadă ca în figură. Generatorul are 
valoarea efectivă Uc=10V şi rezistenţa internă Rc=8000Q, iar rezistența de sarcină are 


valoarea R, =500. Se cunosc parametrii imagine ai celor doi diporți: zi = 500, 
zo =100Q9, ZO = 1000, ZO) =500 şi exponenţii de transfer pe imagini 


g” =1In2,g% =1n3. 
a) Calculați impedanţa de intrare în diportul echivalent; 
b) Calculaţi tensiunile U,,U,,U;; 


c) Calculaţi atenuarea compusă pentru diportul echivalent; 
d) Calculaţi atenuarea de inserţie pentru diportul echivalent. 


Rezolvare 


a) Aplicăm relațiile de definiţie pentru a afla impedanţa de intrare în D2. 
Zs + Zoth 
Zin > Zu 2 i 
Za +Z,thg 
Expresia anterioară se poate deduce similar ca pentru un diport simetric (vezi 
problema 8). 
In cazul nostru 
R, + ZO thg® 
o Ss lu TE = Z(2 =1000 
FE) > 
op +tRşthe 


Rezultatul era uşor de intuit întrucât, conform definiției impedanţelor imagine, 
atunci când poarta 2 este terminată pe Zo2, impedanţa de intrare la poarta 1 este Zo1. 


Z, 


in,D2 > Lol 


Cei doi diporţi sunt conectaţi în lanţ adaptat, deoarece zo = ZO, 
Sarcina primului diport este întocmai impedanţa de intrare în diportul al doilea, 
deci 
1 1 
0) Zin p2 + ZÜ thg” sil 
o) 7 Za 0 
Zi Ze tie 


in, D2 


Z 


în, Dl > Zol 


deoarece şi acest diport este terminat pe impedanţa imagine la poarta 2. 


Impedanţa de intrare în diportul echivalent este egală cu impedanţa de intrare în 
primul diport, 


b) Tensiunea Uz este tensiunea de ieşire din diportul Di. Pentru acest diport calculăm 
atenuarea compusă 


at = a” —In 4 — In t® +a 
2 RGZU 24/40000 _ 8 
C RAZA 850 17 
2 
PU i 24 AEA _ 
2 a e 
Zina zi A 
Cum poarta 2 a lui D; este adaptată, rezultă că aĵ = 0. În concluzie 
a"s He e m% ; 
Pe de altă parte, din definiția atenuării compuse 
=, 
2 Bal 


unde 
J 


P= mA este puterea debitată de generator, dacă acesta ar fi conectat direct la o sarcină 
G 


egală cu Rg. La numitor apare 4 şi nu 8, deoarece în enunț s-a considerat că Ug este 
valoarea efectivă, şi nu amplitudinea. 


În plus U, =-Z,, pol, şi deci 
Ug 
2 Zian 
4RU; 


Us |ZnD2 a 5 4 5/2 
dp ac i ei a 
2 R 2/2 17 17 


Evident tensiunea de mai sus reprezintă o valoare efectivă, la rândul ei. 


o) abii 
i + 


sau 


c) Pentru diportul echivalent, Z, = VASA Zv = ze şi atenuarea compusă este 
a, =a -Inf |-m|t |+ a 

unde 

a=a™ +a® (diporții sunt conectaţi în lanţ adaptat), 

t = = > l 
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t= =0, 


iar cum poarta a 2-a este conectată pe impedanța ei imagine, atenuarea de interacțiune 
este nulă şi 


a, soemo i te 
8 4 


Acum putem calcula U3, similar cu U2. 


ARR E E be Aa Ap 
> 2NR 4 51 51 


unde 
2 RR 8 
= R+R, 17 
şi 
a, =In—+lIn—=ln6. 


Problema 10. (Exemplu de proiectare a unui atenuator) 


Un student vrea să îşi măsoare oscilatorul proiectat. Pentru aceasta, el conectează 
ieşirea oscilatorului în condiții de amplitudine maximă (valoare efectivă: Ud=10V) la 
intrarea într-un analizor spectral, pentru a putea vizualiza spectrul, în vederea măsurării 
zgomotului de fază (pentru aceasta... informații la cerere). 


Problema pe care a întâmpinat-o el a fost însă următoarea. Impedanţa de intrare în 
analizor este specificată a fi de 500, iar el a proiectat oscilatorul cu o impedanță 
echivalentă Thevenin de 75%. Schema echivalentă este cea de mai jos 
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unde Rs = 750, iar R, = R, =500. 


Un calcul simplu îi arată că puterea disipată pe rezistența de intrare în analizor 


este 
R 2 
G. (uoz +A RU? 50-100 
Psc Soe SG = — =32mW, 
R; R; (R, +R;) 125 
iar curentul de intrare este 7, = Pa sa UA = 80mA. 
Rg+R 250 


Problema care apare este că specificaţiile analizorului cer ca puterea pe intrarea 
RF IN să fie de cel mult P,, =10mW !!! 


max 
Prin urmare studentul nostru este nevoit să intercaleze între oscilator şi 
instrumentul de măsură un atenuator, ca mai jos 


U, AT U, Ès 


astfel încât P, = 


Usd -] să aibă valoarea maximă, egală cu Pmax. 


Sunteţi rugați să îi proiectaţi studentului un atenuator în T, astfel încât puterea 
maximă ce se poate disipa pe intrarea analizorului să fie cea specificată. 


Rezolvare 


Aşadar, se cere ca P, =|U,1,]= P, 


direct pe sarcină şi cea disipată pe sarcină prin intermediul diportului defineşte întocmai 
atenuarea de inserție 


. Raportul dintre puterea disipată de generator 


ax 


12 


a; = l ma gl In Lo =0.5816Np . 
2 P 2o dgs 
Diportul trebuie adaptat pe imagini, deci vom impune: 
Zu = Re =75Q 
Zy = R; = 500 


În plus atenuarea de inserție este 
a, = a-Injt|- nb, |+ a + Int 


bă 


dar dacă diportul este adaptat pe imagini, atunci t =t, =1 şi a, =0, rămânând 


a, =a+In|t 


unde a este atenuarea pe imagini, iar 
t= N Roks = 0.9798. 
Rg+ Ry 
Prin urmare 
a = 0.602Wp. 
Am redus problema inițială la următoarea problemă echivalentă: avem de 
proiectat un atenuator în T, cu parametrii imagine: 


Za =759 
Zy =508 
g =0.602 


Remarcăm că, neimpunându-se alte condiţii asupra defazării, am presupus g=a. 


Prin urmare, circuitul este pur rezistiv, deoarece b=0. 
Structura diportului este 


Aplicăm relaţiile de definiție 


Z 


inl,g 


=R +R, 


Z = R, + R, |, 


inl,s 
Notăm cu 
A=R +R, 
B= RR, + RR, + R,R, 
C=R, +R, 


şi atunci 
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iar 


=> AB 

Zor = Z imi selling > Ta £ 
b cs GR 

Zo = Z n2sclin2g > A = Zo 


Similar 


iar 


RN Z inse a 2 
thg = Ze > =th?’g. 


Zing 
Din rezolvarea celor 3 ecuații, avem că 
B = ZoZo. 
zl, 
thg 
c-Ze 
thg 


B 
A 


Calculăm 
B=AC-R;. 
Aşadar 


R, =NVAC-B = ZuZe [= = 95.830 
g 


R =4-R, = 43.459 
R, =C- R, = -2.979 
Evident, nu se poate sintetiza o rezistență negativă folosind o componentă fizică 
(dar se poate modela folosind dispozitive active). Prin urmare, nu putem proiecta un 


atenuator ca cel din figură cu aceste specificații. Reconsiderăm valoarea atenuării 
remarcând că putem rescrie cele trei ecuații sub forma 


R= VZoZo 
3 


sha 


[foi cha —] 
R Zo 


şi mai departe 


14 


Iz A a yik 
Pentru ca R, > 0, este necesar ca |-—-cha >1, ceea ce este îndeplinit dacă ţinem 
02 
cont că Zu, > Zo şi întotdeauna cha >1,Va . 


Z x Se e 
Pentru ca R, >0, este necesar ca [=2cha >1, ceea ce este îndeplinit dacă 
ol 


a> ma] fa =0.6585Np . 


02 
Aşadar, atenuatorul în structura dată este fizic realizabil numai dacă atenuarea sa 
este de cel puțin 0.6585Np=5.72dB. Acest lucru nu este supărător, deoarece o atenuare 
mai mare va conduce la o putere încă şi mai mică decât Pmax la intrarea în analizor 
(atenuarea găsită în primul caz ne asigura exact Pmax la intrarea în analizor). 
Reproiectăm diportul cu g=a=0.6585 şi regăsim valorile R,=86.69, 


R = 43.30 şi R, =0. Diportul proiectat este deci un atenuator în T. 
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Seminarul 5. Modele ideale de diporţi. Parametrii de repartiție 


Modele ideale de diporţi 
Se definesc următoarele circuite, cu ecuaţiile lor de funcționare 


Transformatorul ideal 


I n:l I 
O 
+ + 
U, U, 
o — o 
U =nU, 
pole 
n 


U, =—kU, 
pole 
k 


I, 


S +O 


Giratorul ideal 


Parametrii de repartiție 


Definindu-se undele generalizate de putere (sau variabilele de undă) la cele două 
porți după expresiile 


U, E RL) 


EE 
i 2R 2) 


i ; i=1,2 
= —— (U. -RI 
b, 2 RTA (U, ii ) 

unda a joacă rol de undă incidentă în diport, iar unda b de undă reflectată. 

Cele două rezistenţe R; şi R2 introduse la cele două porți sunt rezistenţe de 
normare. 

Noţiunea de undă (incidentă sau reflectată) este împrumutată din domeniul 
frecvenţelor înalte unde tensiunile şi curenții pe traseele conductoare se propagă sub 
formă de undă şi tot ceea ce se pierde (nu ajunge în sarcină) este cauză a reflexiilor. Cu 
alte cuvinte, “ce se reflectă, se pierde”. În cazul de faţă se propune o analogie cu 
scenariul din domeniul frecvenţelor înalte. 

Se defineşte matricea de repartiție ca fiind matricea care face legătura dintre 
undele reflectate la cele două porţi şi undele incidente la cele două porți. 


MEN a 
b, Su Sala 


a, =0,iz j. Însă 


Evident, S.. = Lu 
Y a. 


J 


U, 
a =0& — =R, 
cu alte cuvinte, parametrii de repartiție se calculează conectând pe rând la cele două porți 
ale diportului rezistențele Rı şi R2. 


Se demonstrează următoarele formule de calcul 


Zm -R Z Zm -R, 
R U R U 
Sa = (+5) So = |— (1+ S, )— 
21 R, ( oy Bor 12 R, ( an Har 


Proprietățile diportului se răsfrâng în felul următor asupra diportului: 
-  diport reciproc: S = S- 
-  diport simetric: S = S» 
S,|< Vi, j=1,2 


-  diport reactiv (nedisipativ): [S] [S]=[1], unde ()” =()”. 


-  diport pasiv: 


Problema 1 


Se dă diportul compus din figură 


a) Determinaţi matricea parametrilor fundamentali pentru diportul echivalent; 

b) Calculaţi impedanţa de intrare la poarta 1, atunci când poarta 2 este lăsată în gol; 

c) Calculaţi impedanţa de intrare la poarta 2, atunci când poarta 1 este legată în 
scurtcircuit; 

d) Verificaţi dacă diportul este reciproc; 

e) Calculați matricea parametrilor de repartiție, raportată la R1, R2, pentru 
Ze = 500, k =2,n=2,R, =R, =100Q; 

f) Verificaţi dacă diportul este pasiv şi reactiv (nedisipativ). 


Rezolvare 
a) Sunt două posibilităţi de a aborda calcula parametrii fundamentali: plecând de la 


definiţie sau considerând că diportul echivalent rezultă din cascadarea mai multor 
diporți. 


În contextul circuitului din problemă, ecuaţiile de funcţionare ale UCIN şi ale 
transformatorului ideal se scriu 


U, =—kU, U,=nU, 
1 1 
L za I, ta 
Pornind de la definiţie şi ținând cont că U, =U, 
4, Si = Va Us Va = fn 
U,'>  U,U,U, 


Coeficientul A.» se calculează când U2=0, ceea ce conduce succesiv la U, =0, 
U,=0, E =0. 
U, 


A4, = 
12 -I, 


| =0 


U, =—Zl, (tot curentul J; curge prin Zo) . 


Coeficientul 42; se calculează când [=0, ceea ce conduce succesiv la 7, =0, 
PE E E 
21 


-[ L) E RE. 
U!» 1, U, U,!'”™ k) Z kZ, 


Coeficientul 42» se calculează când U2=0, ceea ce conduce succesiv la U, =0, 


L =—1, (prin Zo nu circulă curent, fiind scurtcircuitată) . 


OLLL, -[ zn 1 


Sao I, IL, -Í 


227 
==; T 3 
Prin urmare 


-kn 0 
[a]=] an 1 
kZ, kn 


A doua posibilitate este să privim diportul ca fiind compus din 3 diporți în 
cascadă (UCIN, un diport format din Zo derivație şi un transformator ideal), pentru care 
matricele parametrilor fundamentali se înmulţesc în ordinea conectării. 


[4] = [Acw I4, ] [Ar] 
Folosind definiția parametrilor fundamentali şi relațiile de definiție pentru cei doi 
diporți ideali, determinăm 


Pentru diportul format din impedanța derivație, vom determina matricea 
parametrilor fundamentali. Semnificațiile tensiunilor şi curenților de mai jos sunt diferite 
de cele din schema mare şi servesc doar la aplicarea relațiilor de definiție pentru 
parametrii fundamentali. 


0—pP——d-—0 
+ r 
U, Zo U, 
O -O 
U U 
A ja rag 5! Aa = r u50 
I 1 I 
A = erau => = 
21 U, 1=0 A 22 EA U,=0 
Prin urmare 
1 0 
[4 ]= t i 
Zo 
-k O| 1 0l|n 0 -k Olfa O| |-in 0 
A| = 1l 1 1|=| 1 1 1ļ=| a 1 
[4] 0 =| — 1110 — aaO Ka 
kll Z L n kZ k n kZ, kn 
b) Avem de calculat 
ži 
U I A 
VAR a, lui E i AL =k’ Z 
Lg 11 T, lz 0 U, 1,=0 U, 1,=0 A 0 
c) Similar 
1 U 
Zin = = 
a Y2 h [ E 


Din definiţia parametrilor [A] 
H = ÁU, -4A 
L = AU — Al 
Anulând termenul din stânga al primei relații 
U 
Z in2se = lyo anno A 0 
I, Au 
Evident că şi în cazul punctului a), cât şi în cazul punctului b), calculul se putea 
face direct pe schemă. 


d) Deoarece det[4]=-1#+1, diportul rezultat nu este reciproc. Motivul rezidă în 
faptul că nici UCIN, nici transformatorul nu sunt diporți reciproci. Un diport 
pentru care det| 4]=-1 z, =-—z,, este antireciproc. 


e) Aplicăm relaţiile de calcul ale parametrilor S 


Pentru a calcula impedanţa de intrare la poarta 1 când poarta 2 este terminată pe 
R>, facem apel la legătura dintre impedanţa de intrare şi parametrii fundamentali, folosind 


informaţia despre impedanţa de sarcină de la cealaltă poartă. 
PE = AR tA _ h : 0_ i _ bu 251000 ca ride 
EST ic, AR, +4, ni + ni, + n R +Z 9 

kZ, kn Zy n 


inl 


Similar 
R 
| = AR + A = kn Z R Zo 1 =-—12.5Q 
"IDR AR A Rgp n o nR-k’nz, 
kZ, 
Se deduc 
E betia ID EE 
Za tR me 377 
ZR -112.5 
play = = —1.29 
Zi tR, TA 87.5 
Pentru a găsi factorul de transfer în tensiune a u, > facem legătura cu 
2 =R, 
1|-5 
parametrii fundamentali. 
U, ze e = d SR. 
Dl = = 
U, ip è ga kn 4 
R, 
U, = An Ax — AA = -1 = —kn = A 
Dae a k 
22 
R kn 


Aplicând relațiile din breviar, care fac legătura dintre S, & S, respectiv 


Sho © Sn, obtinem 
5, =—0.0675, Sp =—1.16. 


Deci 
[5]= —0.73 -1.16 
1—0.0675 -1.29 |` 


f) În mod evident, diportul nu este nici activ, nici nedisipativ. 


Seminarul 6. Funcţii pozitiv reale 
Breviar teoretic 


În cadrul familiei funcţiilor pozitiv reale se regăsesc funcţiile de circuit fizic 
realizabile. Dintre acestea pentru moment amintim de impedanţele/admitanţele de intrare 
în uniporții pasivi, care îndeplinesc anumite proprietăți. 

Studiul acestor proprietăți este o etapă necesară a sintezei circuitelor. Astfel, pe 
baza unei anumite funcții de transfer se pune problema implementării anumitor circuite 
care să îndeplineasă această funcţie. Înainte de sinteza propriu-zisă se verifică însă 
realizabilitatea unui astfel de circuit. Etapa de verificare presupune în fapt verificarea 
apartenenţei funcției dorite la familia de funcții pozitiv-reale. 


Uniport 


pasiv 


Z (s) 


Condițiile Brune 


Condițiile Brune necesare şi suficiente de realizabilitate a unui uniport pasiv 
asupra impedanţei de intrare într-un diport sunt 


1) Z(s)e R,vseR 
2) Re|Z(s)) >0,vs,Re(s)20 


Condiţia 1) derivă din structura circuitelor pasive, în timp ce condiţia 2) este 
urmare a proprietăţii de pasivitate a uniporților studiaţi (care absorb energie). 

Condiţia 2) din setul de condiţii Brune este în general greu de verificat şi de aceea 
testul Brune se înlocuieşte cu un test mai comod de aplicat. 


Proprietăţi ale funcțiilor pozitiv reale 


Aceste proprietăți trebuie înțelese ca fiind condiţii necesare şi nu suficiente pentru 
a stabili dacă o anumită funcție este sau nu pozitiv reală. Practic, ele pot servi pentru a 
descoperi printr-o simplă inspecţie vizuală dacă o funcţie nu este pozitiv reală. 


1 
1) F(s) pr. = —— = pr. 
(s) FO) 
Această proprietate ne arată că la rândul ei admitanța de intrare într-un uniport 
pasiv este funcție pozitiv reală şi are aceleaşi proprietăți ca şi impedanța. 


2) F (s), F, (s) pr. => F (s)+F,(s)= p-r. 


3) F (s), F, (s) pr. = (F°F,)(s) =F (F, (s)) pr- 


4)F (s) pr.=> (Re{s,}< 0) | ((Refs,}= 0) & (0< tim(s=s,)F (s) <e), 
unde F (s,) = Foo 


Condiția 4) precizează că polii unei funcţii pozitiv reale pot exista doar în 
semiplanul stâng (SPS) sau pe axa imaginară (AI). In ultimul caz însă, aceştia trebuie să 
fie poli simpli şi reziduul funcției în aceste puncte trebuie să fie pozitiv. 


5) F(s)pr.=> (Re(s,)<0)| tact) = ei a + oare )> )) 


SOS S — SI 
unde F (s,)=0 
Condiția 5) derivă din 1) şi 4). Cum inversa unei funcții p.r. este la rândul ei p.r. 
înseamnă că şi zerourile funcțiilor p.r. îndeplinesc condiții similare celor din 4). Pe scurt 
zerourile unei funcții pozitiv reale pot exista doar în semiplanul stâng (SPS) sau pe axa 


imaginară (AI). In ultimul caz însă, acestea trebuie să fie simple şi derivata funcției în 
aceste puncte trebuie să fie pozitivă. 


E E O E A me POOE Sae polone 
S 
Hurwitz. 
7) EE Ea [grad P- gradQ| <1 
o(s) 


In condiția 6), s-a introdus noțiunea de polinom Hurwitz. Polinoamele Hurwitz 
reprezintă o clasă de polinoame cu coeficienți reali şi rădăcini numai în SPS sau pe AI. In 
ultimul caz, rădăcinile trebuie să fie simple. Se arată că un polinom Hurwitz are numai 


coeficienți strict pozitivi. Cu două excepții, coeficienții sunt toți nenuli. Excepțiile, 
n 
. . . k 
precizate asupra unui polinom P(s)= Sas sunt: 
k=0 


- termenul liber poate lipsi (a, = 0 ) în eventualitatea în care s=0 este rădăcină 
- termenii corespunzători futuror puterilor pare (a,,=0) sau tuturor puterilor 


impare pot lipsi (a =0). Acest lucru se întâmplă dacă polinomul are rădăcini 
pare p p 2p+1 p p 


doar pe axa imaginară şi 0 este (puterile pare lipsesc) sau nu este (puterile impare 
lipsesc) rădăcină. 


Testul Hurwitz 


Se aplică asupra polinoamelor, pentru a verifica dacă sunt sau nu Hurwitz. Pentru 
aceasta se formează funcția 


m 2 
p 
> aaps 
p=0 


„daca grad P = 2m 


uge CO PA 
D(s) < 2p+l1 
bI 
Lb, daca grad P = 2m +1 
PAR 
p=0 


Testul presupune dezvoltarea în fracție continuă a funcției ¥ (s), adică practic 


aplicarea algoritmului Euclid pentru aflarea c.m.m.d.c. al polinoamelor C(s) şi D(s). 
Polinomul P(s) este strict Hurwitz (are toate rădăcinile în SPS) dacă toate câturile 
intermediare obţinute au coeficienţi pozitivi. În eventualitatea în care P(s) ar avea 
rădăcini pe AI, atunci testul se opreşte prematur (după atâtea etape câte rădăcini are 
polinomul în SPS), restul corespunzător fiind 0. În aceste condiţii, se testează împărţitorul 
la etapa respectivă de împărţire şi dacă acesta este Hurwitz, atunci şi polinomul iniţial 
este la rândul său Hurwitz. 

Dacă polinomul este polinom strict Hurwitz, atunci numărul de împărțiri necesare 
este egal cu gradul polinomului. 


Testul Guillemin (ABC-ul funcțiilor p.r.) 


1) Z(s)e R,vseR 
2) Z(s) are poli numai în SPS sau simpli pe AI, cu reziduurile pozitive. 


Primele două condiţii sunt echivalente cu a verifica dacă P(s) şi O(s) sunt 
P(s) 
o(s) 


polinoame Hurwitz, în cazul în care Z (s) = 


3) Re!Z(j0))>0,vo 


Condiţia 3) din testul Guillemin este mult mai uşor de verificat decât condiţia 2) 
din testul Brune. 


Problema 1 


Să se determine care dintre polinoamele de mai jos sunt polinoame Hurwitz. 


P (s)=s°+s°+2s°+5s+1 

P, (s)=5s°+3s*+s°-2s°+s+5 

P (s)=s°+13s +10 

P, (s)=s° +135” +10s 

P,(s)=s*+7s°+12 

P (s) =s(s +1) 

P, (s)=s(s?+1)(s?+3s+9) 

P (s)=s(s°+1)(s?-3s+9) 
(s) 


2 S 


o (s)=sf+2s° +6s°+8s+8 
Rezolvare 


P.(s) nu este Hurwitz, lipsind termenul în sf, în timp ce alți termeni corespunzători 
puterilor pare sunt nenuli. 


P»(s) nu este Hurwitz, deoarece are un termen negativ. 


P3(s) este Hurwitz, deoarece rădăcinile sale se află în SPS. Într-adevăr, putem scrie 
3 x 2 
P(s)=(s-(a+j0))(s-(a-jo))=(s-a) +0 =s -2as+0 +0 
Pentru ca rădăcinile să se afle în SPS, este necesar ca œ <0, condiție ce este 
echivalentă cu a spune că termenul în s are coeficient pozitiv şi care în cazul de față este 


îndeplinită. Trebuie observat că un polinom de grad 2 cu toți coeficienții pozitivi este 
automat Hurwitz, fapt în general neadevărat pentru polinoamele de grad mai mare. 


P,(s)=sP,(s), deci va avea cele două rădăcini ale polinomului anterior şi în plus o 


rădăcină în origine. În general, nu este obligatoriu ca produsul dintre polinomul s şi un 
polinom Hurwitz să fie la rândul său Hurwitz. De exemplu, dacă al doilea polinom are la 


Sg SA 


dublă în origine, deci pe AI, fapt ce contravine condiţiilor necesare. 

Polinoamele care au numai termenii în puteri pare se descompun numai în factori 
de tipul (s? + a) şi deci au numai rădăcini pe AI (deci sunt polinoame Hurwitz 
degenerate). În cazul nostru P, (s) = (s+ a; )(s +0, ) şi Ps(s) este polinom Hurwitz dacă 
a, + @,. Condiţia este îndeplinită, altfel P, (s) =s + 207 + i, ceea ce nu se întâmplă. 


P(s) nu este Hurwitz deoarece s =+j sunt rădăcini duble ale polinomului şi se află pe 
AL. 


P, (s) are rădăcini în 0, +j şi încă două rădăcini, cele ale factorului s? +3s+9, care, în 


baza observaţiilor făcute la P;(s), se află în SPS. Prin urmare, este polinom Hurwitz. 


P (s) are rădăcini în 0, +j şi încă două rădăcini, cele ale factorului s? —3s +9 , care, în 


8 
baza observaţiilor făcute la P3(s), se află în SPD. Prin urmare, acesta nu este polinom 
Hurwitz. 


Se observă că polinomul P, (s) respectă în principiu condițiile necesare ce reies 


din simpla inspecție. Acest lucru nu este însă suficient pentru a spune că polinomul este 
Hurwitz, fiind necesară aplicarea testului Hurwitz. 
Se formează 


4 pi 
Y(5)= 10s n +3 
10s +21s 
Se împart cele două polinoame, rezultând 
4 2 2 
Y(5)= 10s 205 +3 ai 2 +3 
105 +21s 105 +21s 
Algoritmul continuă în acelaşi stil, dacă punem funcția sub forma 
105% + 26s5*+ 1 1 1 
Y(s)= d - 2 E - = s5+ p >st I 
10s" +21s 10s” +21s 254 2 2s+— 
5s’ +3 5s" +3 5s +3 
15s 
Rezultă în final 
Y(5)=s+ l i 
2s+ il il 
3 5s 
Convenţional, se foloseşte pentru dezvoltarea în fracție continuă expresia 
Y (5) epitete 
2s 1. [5s 
=s 
3 


TEDE : sa i A 1 i : 
Toate câturile intermediare au coeficienți pozitivi (1,2025), deci polinomul 


studiat este Hurwitz. 


În mod similar, aplicăm testul Hurwitz pentru polinomul Po(s). 
s*+6s°+8 1 2s°+8 1 1 1 1 
= = = a = Sta = Sa 
2s +85 2 25 +8s 2 25 +8s 2 25 +8s 
25” +8 25° +8 
Se observă că testul se încheie prematur, la a doua împărțire. Impărțitorul este în 
acest caz 2s? +8. Conform observaţiilor din breviarul teoretic, rezultă că polinomul are 
rădăcini şi pe axa imaginară, conținute în ultimul împărțitor folosit, 2s°+8. Acest 
polinom este însă Hurwitz, deci şi polinomul inițial este Hurwitz. Se poate verifica uşor 


Y(s) 


că s? +4 este într-adevăr divizor al polinomului iniţial, deci acesta are printre rădăcini pe 
+2]. Rezultă că testul Hurwitz scoate în evidență rădăcinile pur imaginare ale 
polinomului. 


Problema 2 


Să se determine care dintre funcțiile de mai jos sunt pozitiv reale. 
s+5 s’ +2s+6 
(s)= 3 2 F,(s)= 3 2 
S$+25 + s—2s"+7s5+8 


F e U ele gan Ie 
i st +95? +75? +5s+4 i (s? +1)(s° +3) 
s(s+3)(s+5 s+1 1 s? +2s+2 
BEE pasii mqz} R(= 
(s+1) s s s+1 
3s? +5s?+9s+11 
P (s= 
a(s) st +25? +58? +2s+4 
Rezolvare 


În cazul lui F (s), gradele numărătorului şi numitorului diferă prin mai mult de o 


unitate, deci nu este îndeplinită condiţia 7 şi funcția nu este p.r. 


Polinomul de la numitorul funcției F,(s) nu este Hurwitz (are un coeficient 


negativ) deci funcția nu este p.r., nefiind îndeplinită condiția 6. 


Polinomul de la numărătorul funcției F, (s) nu este Hurwitz (lipseşte termenul în 


s°) deci funcția nu este p.r., nefiind îndeplinită condiția 6. 


Pentru F,(s) aplicăm testul ABC. Polinoamele de la numărător şi numitor sunt 
Hurwitz (au rădăcini simple pe AI), deci rămâne de verificat doar dacă 
Re{F, (jæ@)}20,Y@. 

Dar 
(2-0)(4-0) 
(1-0)(3-0) 


care nu îndeplineşte condiția menţionată la orice frecvenţă. Deci funcția nu este p.r. 


F, (jæ) =Re{F, (jø)}= 


Pentru F, (s), polinoamele de la numărător şi numitor sunt strict Hurwitz, deci 


rămâne de verificat doar condiția 3 a testului ABC. 


_ jo(jo+3)(jo+5) _ jo(jo+3)(jo+5)(-jo+1) 


F, (jæ) (jo) (a1) 
koa- (j(150-0')-80)(1-3 + jo - 30) 
(a +1) 
Re(F, gape AW lcd JE ani, 
(+1) 


Sau 


—80 +240 +450 —480' +0 a 
Re{F, (jæ)}= Re{F (jæ)}= = 


37-240 +0 
(+1) (o +1) 


şi este evident că nu îndeplineşte condiția (exemplu @=2 ). 


F, (s) îndeplineşte condițiile Brune de realizabilitate, deoarece 


F (s)=F (0+ joj t 4 214 022 
0+ jo 0+ jo o +0 
şi 
O 


T > 0,dacao 20. 
o 


La aceeaşi concluzie se poate ajunge şi aplicând testul ABC, observând că 


Re(F, (5))=1+ 


primele două condiţii sunt îndeplinite şi că F, (jo) =1+— = Re{F, (jo))=120,vo. 
JO 
Totodată, putem remarca uşor că F,(s)=1+ L poate reprezenta impedanța 
s 


e i E Ă A g a l 
echivalentă a unei grupări serie rezistență — capacitate, Z (IRRE cu 
S 
R=1Q,C=1F sau admitanța de intrare într-o grupa paralel rezistență — inductanță, 


Y(s)= at cu R=10,L=1H . Prin urmare este funcţie p.r. 
s 


ca Jao aaa iaurt acei A rada e să | 
Similar, fără să mai aplicăm vreun test, observăm că F,(s)=s+— poate fi 
s 


impedanța de intrare sau admitanța de intrare într-o grupare serie sau paralel LC, deci 
este p.r. 


s+ s+ EF 


Se observă că F, (s) rezultă din compunerea a două funcţii p.r. deci este la rândul 


său p.r. La aceeaşi concluzie se ajunge şi observând că R (s)=Z, (s) o deci poate 
(s 


reprezenta impedanța unui uniport, format din dispunerea în serie a lui Z, (s)=1+s 


(rezistență în serie cu o bobină) cu Z,(s), unde Y,(s)= =1+s, deci Z, (s) 


1 
Z(s) 
reprezintă o grupare paralel rezistență — condensator. Similar, se poate arăta că aceasta 
poate fi şi o admitanță de intrare într-un circuit similar. 


Pentru F, (s), trebuie aplicat testul ABC. Se verifică mai întâi dacă cele două 


polinoame de la numărător şi numitor sunt Hurwitz, aplicând testul corespunzător pentru 
fiecare polinom în parte. Dacă cele două teste sunt trecute, se continuă cu calculul părții 
reale a funcției evaluate pe AI. Lăsăm ca temă acest exercițiu. 


Seminarul 7. Funcţii de reactanță + sinteza LC 


Impedanţa sau admitanța de intrare într-un circuit pur reactiv (format din 
elemente LC fără pierderi) are proprietăți suplimentare faţă de o funcţie pozitiv reală, 


deoarece un astfel de circuit nu absoarbe putere activă: Re(Z(jo))=0. 


Proprietățile funcțiilor de reactanță (condiţii necesare, în mare parte): 


P1. Dacă F.«(s) este funcţie de reactanţă (f. r.), atunci şi este de asemenea fir. 


LC s) 


P2. Dacă F (s) sunt funcții de reactanță, atunci şi F (s) =F, (s)+F, (s) este tot funcție 


de reactanță. 


P3. Dacă F (s) sunt funcții de reactanță, atunci şi F (s)= F (F, (s)) este tot funcție de 


reactanță. 


P4. Orice funcție funcție de reactanță se poate scrie ca mai jos 


ky Ah 2ks 
Erg (s) = = PD ear +k Ss , 
vs 


V 


Observație 


Rezultă de mai sus că funcția are poli doar pe axa imaginară, în O sau infinit. Toți aceşti 
poli sunt simpli şi apar, dacă este cazul, în perechi complex conjugate. In aceste condiții, 
coeficienții sunt exact reziduurile funcției în aceşti poli. Prin urmare 


F 2 2 
zc (5) so ? 2k, T à TR, Fo (s) 
S 


ky = SFro (s) 


k= 


s=0 > E. 
s“ =O; 


P5. P4 este o condiție necesară şi suficientă ca o funcție să fie funcție de reactanță. 


P6. Partea imaginară a unei funcții de reactanță, evaluată pe axa imaginară, 
Imi Fc (j)) este o funcție crescătoare cu frecvența. 


P7. O funcție de reactanță se poate factoriza ca 


GETA ENE GETAN GELAT 


2 2 2 2 
s(s+,)....-(s9+0,) 
unde 
0< 0, <A, <...< O, <0, iar K >0. 


Dacă &,, = 0, atunci factorul s se mută de la numitor la numărător. 


Ultimul factor, (s? +a 


ARIEI ) „poate lipsi. Depinde dacă funcția are zerou sau pol la infinit. 


Remarcăm că polii şi zerourile unei funcţii de reactanță alternează ca valoare pe axa 
imaginară. 


P8. P7 este o condiţie necesară şi suficientă ca o funcţie să fie funcție de reactanță. 
P9. O funcție de reactanţă este impară. 


P10. În punctele 0, o, o funcţie de reactanţă are puncte critice (zerouri sau poli). 


Problema 1. Să se precizeze care dintre funcțiile de mai jos este o funcţie de reactanță 


(s? +1) s? +3) 


E ( 
CZE A 

E s? (s? +1) (s? +3) 
DAE A] 

= shs? +1) (s? +4) 
KAAI TF2) 
Rezolvare 


a) Nu este, fiind pară. Lipseşte factorul s. 

b) Nu este, fiind pară. Factorul s apare la puterea a doua. În plus, funcția nu este nici 
pozitiv reală, întrucât gradele numitorului şi numărătorului diferă prin 2 unități. 

c) Nu este, deoarece polii şi zerourile nu alternează pe axa imaginară. 


Problema 2. Impedanţa unui uniport prezintă: 
-  nuluri la frecvențele: 4 =10° rad /s,0, = 3-10 rad / s 


- polila frecvențele: o, =2-10° rad / s,@, =4-10rad/s 
La frecvența @, =5-10°rad / s , modulul impedanţei este egal cu să : 


a) Precizați Z(s); 
b) Reprezentați partea imaginară a impedanței pe axa imaginară. 
c) Realizați sintezele Foster IHI, Cauer I-HI. 


Rezolvare 


a) Din condiția ca polii şi zeroruile să apară în perechi complex conjugate, rezultă 
(s? +106) (s? +9-10°) 
(s?+4-10%)(s?+16:10%) 

Pentru ca polii şi zerourile să alterneze, s trebuie să fie pol. 
(s?+10%)(s?+9-10%) 
s(s?+4-10%)(s?+16-10%) 


Din condiţia modulului funcţiei Z ( jæ) , rezultă 


factorul . In plus s trebuie să apară la numărător sau la numitor. 


Z(s)=K 


(-25-10¢ +10%)(-25.10%+9:10%) 
j5-10* (—25-10* + 4-10%)(—25-10* +16-10%) 


Iz (j5-10°)|=K 


24-16 256 
5.10°-21-9 63 


(—24.10%)(-16:10%) 


K =10* 
j5-10%(-21-10%)(-9-10*) i 


ŞI 
(s?+10%)(s?+9-10%) 
s (s? +4-10°)(s? +16:10) 


Z(s)=10* 


b) Reactanţa pe axa frecvenţelor fizice se exprimă ca 


(10% -a)(9-10%-) 


Laa aaa o(4:10 -0 )(16-10°-0°) 


pr 10? 2-10 p? 3-10? 4-10 3410? a 
_256 | | 
63 


c) De regulă este mult mai simplu să lucrăm la frecvenţe normate, pentru a evita lucrul cu 
numere mari: 


Z(s,)= Za), 


unde 4, este ales convenabil. 


ŞI 


În cazul nostru, alegem a, =10°. 
secta) (s2 -106 +10°) (s2 -106 +9-10°) 
AE s, 10° (s2 -10% + 4-10%)(s2-10* +16-10°) 


(s? +1)(s? +9) 
Z (s, ) = 1 2 2 3 
S, (s? +4)(s? +16) 
În plus, se normează și la factorul liber, rezultând 
Z 
a (s, ) T (s, ) 
Ro 
Alegem, firesc, R, =10 şi 
(n) (s? +1)(s52+9) 
z(s,)= ; 
O oS (s2 +4)(s2+16) 
Denormarea va fi făcută după obținerea rezultatelor. Pentru simplitate, revenim la 
variabila s şi 
(s) (s? +1)(s°+9) 
z(s)= s 
S (s? +4)(s? +16) 
Foster I 


Pentru aceasta scriem z(s) sub forma de fracții simple 
ky % 2ks 
04 Hs. 


z(s)= 
(s) s s+ 7 
Calculăm 
9 
k, =sz(s)| „3 =—, 
0 ( ) s=0 64 
RE z(s) Me 
S 
2 
s +4 5 
2k = z pia 
lo s (s) 16 
s? +16 35 
2k, = ——— SI 
z S (5) s=-16 64 
Prin urmare, putem scrie 
z(s)= Ko f + l 
64. 16 1 64 1 
g SE JR? NE e 
64 1024 


Observăm că 


cu identificările corespunzătoare: 
64 16 5 64 35 
C = „0 = „L = „6 = l = 
9 5 64 35 1024 
Rezultă că impedanţa este echivalentă cu o grupare serie a: 
-  condensatorului ci 
- grupărilor paralel (J, c2), (l3, c3). 


bă 


Ca Ca 


o— 


Observaţie 


Schema găsită sintetizează pe z(s), nu pe Z(s). Aşadar, după găsirea propriu-zisă a 
valorilor elementelor schemelor de sinteză, ar mai fi necesară o denormare a valorilor 
inductanțelor şi capacităților, în funcție de frecvenţa şi rezistenţa la care s-au făcut 
normările. 

Pentru o inductanţă: 


Z, (s) =sL = Roz, (5,) 


s, z O, O, 
În cazul nostru, L =1-10°. 
Pentru o capacitate: 
Ze (5)= 5 = Rez, (5,) s =R- >C= . c 
sC "i Sa S c @ R, 
W, 


În cazul nostru, C =c-10*. 
Vom efectua calculele complete şi valorile elementelor din schemă sunt în final: 


C, =711.14F, C, =3204F, L, = 781.254H,C, =182.9 uF, L, = 341.8uH 
Foster II 


Principiul de sinteză este acelaşi, doar că el se aplică admitantței, şi nu impedanței 
unui circuit. 


A l ERE 
Pentru aceasta scriem y(s) =—— sub forma de fracţii simple 


z(s) 


M 
y(s)= ka DI A +k_s , unde 


s As +, 
(s) s(s?+4) s? +16) 
gS 
r= (s29) 
Calculăm 
ko = 5y (s)| =0, 
pa ssi 
s 
s’ +1 45 
2k, pi S y(s) sa Za a 
s7+9 35 
2k, = Fo (s) 2-9 =z 
Prin urmare, putem scrie 
y(s)= + l +s 
8 Fi 1 8 E 1 
45° 45 35° 35. 
8 72 
Observăm că putem scrie 
1 1 
y(s)= T ESC. 
s, +— She 
SC, sc 


cu identificările corespunzătoare: 
45 8 35 pE 8 


Rezultă că impedanţa este echivalentă cu o grupare paralel a: 
- condensatorului c4 
- grupărilor serie (h, c2), (l, c3). 


Urmează operația de denormare, pe care o lăsăm pe seama cititorului. 


Cauer I 


Sinteza Cauer presupune scrierea impedanței z(s) sub o formă în scară, prin 
extragerea succesivă a polului din infinit. Astfel, trebuie să putem pune impedanța sub 
forma 


z(s)=es+ 
es + 
es + 


es +— 
es 


Dacă am reuşit să facem acest lucru, putem remarca uşor că 
z(s)=es+z (s), 


deci schema are o inductanță e; în serie cu un alt uniport. 


Acest uniport are admitanța 


y (s)=—=e,s+ 
z | ) eS + 


e,s t+ — 
e;s 


1 


deci este format din capacitatea e» în paralel cu un uniport 
y (s)=e,s+z,(s) 


a cărui impedanță este 


z, (5) =es+ 


es +— 
es 


şi aşa mai departe. 


Uniporţii Cauer I reprezintă structuri cu bobine în braţele serie şi condensatoare în 


braţele paralel. 


st +10s?° +9 
z(s)= 5 3 
s +205” +64s 
Este simplu de văzut că algoritmul de găsire a coeficienţilor e, este următorul 


P (s) 
9, (s) 
două polinoame diferă printr-o unitate. 
dacă grad{P (s)) = grad!0, (s)}—1, atunci, e:=0 şi P, (s)=Q, (s),Q,(s)=2 (s) 
şi se continuă algoritmul normal 
cât timp grad! P, (s)} +0 

o P,(s)=e,s0,(s)+R,(s) 

O Piu (5)=0, (s), Qa (s)=R, (s) 


se consideră z(s)= 


, unde din proprietățile unei funcții de reactanță, cele 


In cazul nostru, e, = 0. 


Deci P,(s)=s*+20s°+64s, 0,(s5)=s*+10s*+9. Împărţim polinoamele şi 


rezultă că 


deci 


P (s)=sQ, (s)+(10s° +55s) 


e, =1, P (s)=s* +10s° +9,0, (s)=10s°+55s. 
Mai departe 


R (s) s0 (s) 2+0] 


e, = (5)=10s*+55s5,0,(s) = s +9 
şi 
20 
4 e= ge (s)+ (35s) 
e, 20 p ea +9,0, (s)=35s 
9 2 

cu 

P, (s)= 2 s9, (s)+(9) 

5 70 5 


şi ultima iterație 


35 
P,(5)= 550, (5) 
35 
67 9 
Cu alte cuvinte, am ajuns la dezvoltarea 
Ae 1 2 1 
+ i + : 
s+- i i SC, îi I 
10° 20 I a 
S+ SC, + 
9 9 1 | 
— s +- sl, +— 
70 35 š sc 
9 
care se sintetizează cu schema 
h ls 


unde 


Şi în acest caz, sinteza se încheie cu operația de denormare a elementelor 
rezultante ale schemei, operație pe care o lăsăm ca temă. 


Cauer II 


Sinteza Cauer presupune scrierea impedanței z(s) sub o formă în scară, prin 
extragerea succesivă a polului din 0. Astfel, trebuie să putem pune impedanţa sub forma 


f 1 
TET I 
s Tey 1 
sf 
s 


Dacă am reuşit să facem acest lucru, putem remarca uşor că 


2(5)= a. (s), 


deci schema are o capacitate serie 1//, în serie cu un alt uniport. 
Acest uniport are admitanța 


a li m o l 
WE Sul e 
a IONI 
PILA 


-fl 
0 
s hs 

S 


şi aşa mai departe. 
Uniporții Cauer II reprezintă structuri cu condensatoare în brațele serie şi bobine 
în braţele paralel. 


9+10s+s* 
z(s)= ares 
64s +205" +s 
Algoritmul de găsire a coeficienţilor fy este următorul 


P (s) 

9, (s) 
două polinoame diferă printr-o unitate. 

- dacă termenul liber al lui P(s) este nenul (şi deci atunci cel al lui Q(s) este nul), 


atunci, fi=0 şi P, (s)= 0 (s),0,(s)=P(s) şi se continuă algoritmul normal 
-  câttimp grad{P (s))z0 


- se consideră z(s)= „ unde din proprietăţile unei funcții de reactanță, cele 


o R(s)=#0,(s)+R, (s) 


o Pals)=0 (s), Qu (s)=R,(s) 


Diferenţa față de cazul Cauer I este că în acest caz, la împărţire, polinoamele se 
scriu răsturnat, pentru a putea extrage polul din 0. 


P(s)=9+10s*+s*, Q, (s)=64s +20s° +s° şi rezultă 


ORO EE 


16 64 


Prin urmare 
115 să 55 
+—s 


9 
fi = ap a(s) = 605% 205 +5,0, (5)= sr 


În continuare 


P) Seo.) (550) 


115s 23 
şi 
1024 115, 40954 284, , 
=== + — $ z= ——— + 
fa E a aaa 
2645 315 , 
= S) + S 
(5) 4544 Q, (s) Ee ) 
2645 284; , 315 , 
Ea A s +S, =—— 
f 4544 a(s) 23 9, (s) 1136 
2182 
P = s)+(s5 
(5) = ga L0) +l) 
__2182 0315 , i 
fa 49 ,P( =i Q0) J 
315 
uumie 
Deci 
Ge R 1 EE SA 1 
Zs) = 64 E] 1 sa l, 1 
9° 115 EF fi DTA 
1024° 4544 1 1 PR PRI 
S + 3 SNe cu 
26457 49 i s, I 
2182 1136 , SC; 
315° 
C, Ca Cs 
la i, 
cu 


10 


64 E 115 __ 4544 l 49 __1136 


Cc =—,l = „Ca = la = „C = : 
1! 9°? 1024°°? 2645°f 2182” 315 


Evident, şi în acest caz, problema trebuie finalizată cu operația de denormare a 
elementelor. 
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Seminarul 8. Sinteza uniporţilor RC, RL 


Z(s) are anumite forme, dacă uniporţii sunt fie RC, fie RL. A cunoaşte 
proprietăţile acestor noi tipuri de funcții de impedanţă este necesar în vederea aplicării 
unui anumit tip de sinteză. 


Uniporţi RC 


O impedanţă RC se poate scrie sub forma unei funcții RCZ 
h & h 
Zac (s)= +) —— +h 
zc (5) s 2, S+0, ` 


Remarcăm că aceasta are: 
- pol simplu în 0, cu reziduul ho 
- poli simpli reali în -o;, în semiplanul stâng, cu reziduul Av. 


Fiecare uniport RC are un corespondent biunivoc LC, dat de relația: 
Zie (5)= sZae (s*) : 


Într-adevăr, înlocuind expresia lui Zpc (s), găsim că 
P 


h hs 
Z (s)= a +h_s 
v=1 v 


şi remarcăm că aceasta corespunde descompunerii unei impedanțe LC, cu 


corespondențele 
ky ha De eh 00 =0, . 


O admitanță RC se poate scrie sub forma unei funcții RCY 


o & hs ; 
Yee (5)= ho +5 a + has. 


Şi prezintă: 
- pol simplu în infinit, cu reziduul A, 
- poli simpli reali în - O, „ în semiplanul stâng, cu reziduul =h, A 
Pentru diportul corespunzător LC, relaţia de transformare este 
Ye (5) e (5) i 
Pe baza acestei expresii, se poate ajunge la descompunerea cunoscută pentru Yrc 
ca funcție de reactanţă, exact ca mai sus. 


Uniporţi RL 


O impedanţă RL se poate scrie sub forma unei funcții RLZ 


și 
S 
Za (s)=a,+y Su + gas 


v=l v 


Remarcăm că aceasta are: 


-  polsimplu în infinit, cu reziduul g, 


- poli simpli reali în -o;, în semiplanul stâng. 
Fiecare uniport RL are un corespondent biunivoc LC, dat de relația: 
1 2 
Zire (s) >a (s ) i 
Într-adevăr, înlocuind expresia lui Z, (s), găsim că 


P 
g SyS 
Zic (s)>= A ECE H8S 
v=1 


şi remarcăm că aceasta corespunde descompunerii unei impedanțe LC, cu 
corespondenţele 


ky = Zo, 2k, = 8 ka a) =0,. 


O admitanţă RL se poate scrie similar ca o funcție RLY 
2 
Ye (5) = sYre (s ). 
Pe baza acestei expresii, se poate ajunge la descompunerea cunoscută pentru Yzc 
ca funcție de reactanţă, exact ca mai sus. 


Testele funcţiilor RCZ, RLY 
Testul 1. 


1) Funcţia F(s) este rațională, cu coeficienți reali 

2) Toţi polii sunt simpli şi situaţi pe axa negativă a planului s (poli reali, negativi), 
cu reziduurile pozitive 

3) A, >0,h, = lim F (s) 


Testul 2. 


1) Funcţia F(s) este rațională, cu coeficienți reali 

2) Polii şi zerourile sunt simple şi alternează pe axa s = 0,0 <0 

3) Factorul liber este pozitiv. 

4) Cea mai apropiată frecvenţă critică de origine este un pol care poate fi şi în 
origine 


Testele funcţiilor RCY, RLZ 
Testul 1. 
1) Funcţia F(s)/s este rațională, cu coeficienți reali 


2) Toţi polii sunt simpli şi situaţi pe axa negativă a planului s (poli reali, negativi), 
cu reziduurile pozitive 


F 
3) A >0,h, sq 20) 


so S 


Testul 2. 


1) Funcţia F(s) este rațională, cu coeficienți reali 

2) Polii şi zerourile sunt simple şi alternează pe axa s = 0,0 <0 

3) Factorul liber este pozitiv. 

4) Cea mai apropiată frecvență critică de origine este un zerou, care poate fi şi în 
origine 


Sinteza uniporților RC, RL 


Se urmează algoritmul: 
- se identifică un anumit tip de funcție (RL sau RC) 
- se pot folosi 
o metode indirecte 
= se calculează pe baza transformărilor impedanța/admitanța 
corespunzătoare LC 
= se sintetizează uniportul LC după metoda dorită 
= se înlocuiesc elementele LC ale schemei cu elementele 
corespunzătoare RC sau RL 
o metode directe 
= şe pleacă de la expresia funcțiilor RCZ, RCY, RLZ sau RLY. 
= se aplică direct algoritmul de sinteză asupra acestora 
e Foster I: se identifică din dezvoltarea impedanței schema de 


sinteză 

e Foster II: se identifică direct din schema admitanței schema 
de sinteză 

e Cauer I: se extrage polul din infinit, rezultând o schemă în 
scară 


e Cauer II: se extrage polul din 0, rezultând o schemă în scară 
Problema 1. 


Un uniport pasiv are expresia impedanței 
(s+1)(s+4) 


s(s+2)(s+6) 
Realizați sintezele Foster I şi Cauer II, folosind metode directe şi indirecte. 


Z(s)=4 


Rezolvare 


Problema începe cu identificarea tipului de uniport. 


Deoarece funcția are zerouri şi poli alternanți pe semiaxa reală negativă a 
frecvenţei, rezultă că este un diport RC sau RL. Având cea mai apropiată frecvenţă critică 
de origine un pol (care este chiar cel din origine), rezultă că uniportul este RC. 

În cele ce urmează, vom norma funcţia 


_Z(s) _ (s+1)(s+4) 
4 s(s+2)(s+6) 


Foster I — metodă indirectă 


Se aplică transformarea de funcție 
(s? +1)(s° +4) 
s(s +2)(s? +6) 
ŞI se ajunge la o formă de funcție de reactanță, pentru care trebuie să găsim dezvoltarea 


2 
ze(5) => AT 


= 2) — 
io ue s 


i=l S + ă ji 
Calculăm 
1 
ky = SZe (s) s=0 7 3 
s?’ +2 (-1)(2) 1 
2 5 3 = = — 
k s Zic (s) s“ =-2 (-2)4 4 
s?’ +6 a2) 
= p Frelsan = (6)(=4) 12 
k = Zic (s) 0 
oo S so 
şi dezvoltarea este 
Zic (5) l + i + i 
3s 4s + l L ! 
i 5 3, 
8 12 
iar schema de sinteză 
= Ca Ca 
ĉi 
În l 


cu 


1. 12>% 5 
aa „= 
Realizăm transformarea inversă: LC -> RC: 


= Le (4s 
d ai eta e (ls). 


şi cercetăm ce devine în cadrul schemei fiecare element în parte. 
Impedanţele condensatoarelor din schema LC devin în schema RC 


=3,č, =4,l, = 


= 


şi deci c, =ĉ,. 
Impedanţele inductanţelor din schema LC devin în schema RC 


zi (= il, =n 


şi deci acestea devin rezistenţe cu valorile z, =}. 
Schema echivalentă este atunci 


Ca Ca 
c 
D B 
1 12 5 
Cc, =3,c, =4,r, = ia = = „n = 2 


Mai este necesară denormarea elementelor. 


c 
C, = z „R, =47, 
Foster I — metodă directă 
Dacă z(s) este o funcție RCZ, atunci poate fi dezvoltată sub forma 


h & hA 
Zac O Dee i În 
v=l v 


Avem 
1 1 5 1 1 1 


3s 4s+8 12s+72 sc E goe 


Zac (s) = 


şi regăsim rezultatele anterioare. 


Cauer II — metoda indirectă 


Se aplică sinteza Cauer II asupra funcției z,o(s), după care se înlocuiesc 


elementele schemei în mod identic. 
Lăsăm această rezolvare pe seama cititorului. 


Cauer II — metoda directă 


Extragem succesiv polul din infinit: 
E 4+5s+s° 
12s +85? +s? 


şi obținem dezvoltarea 


nE 1 F 1 o1 i 1 
35 36 1 “se 1 1 
+ 1 + 
7 49 Fi 1 T, ES 1 
96s 1024 1 sc 1 
=o 3 56 
-a ra 
32s 


cu identificările corespunzătoare. Remarcăm că schema conține capacități în 
brațele serie şi rezistențe în brațele paralel. 


7 96 35 32 

„GG = s4 5 „Cs = A 
36 49 1024 5 
După denormarea elementelor 


cu c =3,7, = 


c 
Cage R, =4r,. 


Problema 2 (temă). 


O admitanță RC are frecvențele critice la -1, -2, -3, respectiv -4rad/s. Valoarea 


ded, 1 
modulului admitanței uniportului la œ@=lrad/s este Sis i 


a) Exprimaţi Z(s); 
b) Sintetizaţi funcția rezultată folosind o schemă în scară cu rezistenţe în braţele serie şi 
condensatoare în braţele paralel. 


Indicaţii 


Pentru a), se ține cont că cea mai apropiată frecvenţă critică de origine este un 
zerou la funcțiile RCY, chiar în origine. lar mai departe se foloseşte alternanța poli- 
zerouri. Informaţia despre modul este utilă la calculul factorului liber. 

Pentru b), schemele în scară nu pot fi decât cele Cauer. Dintre acestea, capacitățile 
fac parte din braţul paralel, când se extrage polul din infinit, deci la Cauer I. În acest caz, 
rezistențele sunt evident în braţul serie. 


